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Vorwort. 



Für die Studierenden der exakten Wissenschaften liegt die 
Notwendigkeit vor, sich eine geläufige Eaumanschauung zu erwerben. 
Ohne diese ist ein tieferes Eindringen in die einzelnen Naturwissen- 
schaften und technischen Fächer unmöglich. Die praktische Er- 
fahrung hat aber gelehrt, daß genaue Eaumvorstellungen schwer zu 
erlernen sind. Das einzige Mittel hierzu bietet die bildliche Wieder- 
gabe räumlicher Objekte nach mathematischer Methode, also die 
darstellende Geometrie. Durch sie und nur allmählich unter Be- 
handlung zahlreicher Beispiele wird der Studierende dahin gebracht, 
sich in den Fragen, welche die räumlichen Formen betreffen, mit 
Sicherheit zurecht zu finden. Die darstellende Geometrie hat die 
Methoden zur Abbildung aller der geometrischen Gebilde zu ent- 
wickeln, die als Formelemente an den praktisch vorkommenden 
komplizierteren Objekten wiederkehren; bei der Auswahl und An- 
ordnung des Stoffes ist aber vor allem als Ziel die Entwickelung 
der Eaumanschauung ins Auge zu fassen. Von diesem Gesichts- 
punkt aus erscheint es zweckmäßig, auch bei den ebenen Figuren 
zur Erklärung ihrer Eigenschaften und ihrer Abhängigkeit von- 
einander die sich im ßaume vollziehende Projektion zu benutzen 
und die letztere überhaupt, wo es nur angeht, in den Vordergrund 
zu stellen. Dies gilt beispielsweise von der Erklärung der KoUinear- 
verwandtschaften ebener Figuren und von der Theorie der Kegel- 
schnitte; bei den letzteren ist die Entstehung aus der Central- 
projektion des Kreises als Ausgangspunkt geeigneter, als die 
Erzeugungsweise durch projektive Büschel und Reihen, die der mehr 
formalen Methode der Geometrie der Lage entspricht. 

Das vorliegende Buch soll nach der Meinung der Verfasser 
vornehmlich dem Zwecke dienen, durch die Lösung der Darstellungs- 
probleme dem Leser die klare Erfassung geometrischer Fragen und 
die Bildung präziser Raumvorstellungen zu vermitteln. Es setzt 
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nur die einfachsten geometiischen Kenntnisse voraus, schreitet syste- 
matisch vom Leichten zum Schwereren fort und bezieht viele solche 
stereometrische Aufgaben in den Lehrbereich ein, die zur Erreichung 
des oben bezeichneten Zieles geeignet erscheinen. Hierdurch dürfte 
es besonders den Bedürfnissen des Studierenden Rechnung tragen. 
Dem mit dem Stoff vertrauten Leser wird neben dem Bekannten 
gewiß manches Neue, manche Vereinfachung von Konstruktionen 
und Beweisen entgegentreten. 

Der Wunsch, die Ergebnisse der darstellenden Geometrie durch- 
weg auf die Projektionsmethoden begründet zu sehen, mag das Er- 
scheinen dieses Buches rechtfertigen. Möge es sich im dargelegten 
Sinne als nutzbringend erweisen! 

Im August 1893. 

Karl ßohn. Erwin Papperitz. 
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Alle Zweige der Geometrie haben die Untersuchung gesetz- 
mäßig entstandener Raumgebilde (ebener und räumlicher Figuren) 
zum Gegenstande. Während aber die Geometrie der Lage und 
die analytische Geometrie das hierdurch bezeichnete Ziel auf 
rein theoretischem Wege zu erreichen suchen, beschäftigt sich die 
darstellende Geometrie, wie schon ihr Name besagt, mit der 
praktischen Durchführung des Prozesses der Darstellung oder 
Konstruktion der Figuren, welcher für die vorgenannten beiden 
Disziplinen an sich nebensächlich ist und mit steigender Entwickelung 
des Anschauungsvermögens mehr und mehr entbehrlich wird. Die 
darstellende Geometrie ist eine angewandte mathematische 
Disziplin: sie dient den Bedürfnissen der Praxis in verschiedenen 
Zweigen der technischen Wissenschaften und der Kunst. Zugleich 
aber bildet sie für den Mathematiker das wirksamste Mittel, um 
das Vermögen der räumlichen Anschauung, dessen er bei der Be- 
handlung rein geometrischer Fragen allenthalben bedarf, bis zu 
möglichst hohem Grade zu entwickeln. 

Der Zwecke der darstellenden Geometrie ist die Be- 
stimmung der Raumgebilde nach Gestalt, Größe und Lage 
durch die Konstruktion. Sie bedient sich dabei der Hauptsache 
nach ebener Bilder derselben, indem sie zeigt, wie man mittels 
geeigneter Methoden erstens von den die Raumgebilde bestimmenden 
Angaben (also von ihrer Definition) ausgehend zu diesen Bildern 
gelangen, zweitens wie man von letzteren auf die Eigenschaften der 
dargestellten Figuren zurückschließen kann. 

Außer auf die Strenge und Einfachheit des mathematischen 
Gedankenganges hat die darstellende Geometrie bei der Ausbildung 
ihrer Methoden auf die Erreichung größtmöglicher Genauigkeit für 
die praktische Ausführung der Konstruktionen Bedacht zu nehmen. 
Unter den verschiedenen möglichen Methoden, die zur gesetz- 
mäßigen Abbildung der Raumfiguren führen, wählt sie demgemäß 
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nur eine kleine Anzahl, als für ihre Zwecke geeignet, aus. Diese 
beziehen sich sämtlich auf die Konstruktion der ebenen Bilder 
durch Projektion. 

Die Methode des Projizierens ist aus den Vorgängen beim 
Sehen der Gegenstände abstrahiert. Die Centralprojektion ent- 
steht, wenn man aus einem gegebenen Projektionscentrum (Augen- 
punkt) durch die Punkte des Objektes projizierende Gerade (Seh- 
strahlen) zieht und diese mit der Bildebene schneidet. Statt des 
Projektionscentrums kann auch eine feste Richtung gegeben werden, 
welcher die projizierenden Strahlen parallel laufen sollen, so daß 
sie gegen die Bildebene gleiche Neigung erhalten, insbesondere 
rechtwinklig stehen können; hierbei ergiebt sich die schiefe oder 
speziell die orthogonale Parallelprojektion. Diese Methoden 
empfehlen sich vor anderen durch die Bildlichkeit der Darstellungen, 
d. h. dadurch, daß die Gesichtseindrücke, welche wir von letzteren 
haben, in allem wesentlichen mit denen, welche die dargestellten 
Objekte selbst hervorrufen würden, übereinstimmen. Sie sind vorteil- 
haft infolge des hiermit eng verknüpften Umstandes, daß sich die 
Entwickelung der geometrischen Beziehungen, welche an den Ob- 
jekten selbst stattfinden, bei ihrer Zugrundelegung am durchsich- 
tigsten gestaltet. 

Mit Rücksicht auf die Anwendungen sucht man die Anschaulich- 
keit der Darstellungen räumlicher Objekte dadurch zu erhöhen, daß 
man ihnen die Wiedergabe der Beleuchtungsverhältnisse für 
eine geeignet angenommene Lichtquelle, namentlich die Konstruk- 
tion der Eigenschatten und der Schlagschatten (auf gegebene 
Ebenen sowie auf das Objekt selbst) hinzufügt. Die Lichtquelle 
wird entweder durch einen gegebenen Punkt im Endlichen ver- 
treten, oder man denkt sie sich nach einer gegebenen Richtung un- 
endlich fern gelegen, so daß die Lichtstrahlen parallel werden. Die 
Theorie der Schattenkonstruktionen ist in der Projektions- 
lehre enthalten; die Theorie der Beleuchtung gesetzmäßig ge- 
stalteter Oberflächen schließt sich eng an die erstere an, bedarf 
aber besonderer Auseinandersetzungen. 

In letzter Linie kommen für die darstellende Geometrie Methoden 
in Betracht, welche auf die Konstruktion räumlicher Abbilder 
oder Modelle der Raumfiguren abzielen. Unter ihnen bedürfen 
die, welche die Konstruktion von Modellen bezwecken, die mit den 
gegebenen Objekten kongruent oder (bei verändertem Maßstabe) in 
allen Teilen ähnlich sind, ihrer unmittelbaren Faßlichkeit wegen, 
keiner näheren Erläuterung. Hiervon abgesehen kommt die sogen. 
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Reliefperspektive gelegentlich zur Anwendung. Ihre Theorie läßt 
sich als eine Verallgemeinerung der Projektionsmethode an die Dar- 
legung dieser ohne Schwierigkeit anfügen. 

Die darstellende Geometrie bedarf zu ihrer Entwickelung keiner 
anderen theoretischen Voraussetzungen als der Begriffe und 
Lehrsätze der elementaren Planimetrie und Stereometrie. 
Diese bezeichnen daher auch das Maß der mathematischen Vor- 
kenntnisse, welche zum Verständnisse dieses Lehrbuches erforderlich 
sind und auf welche Bezug genommen wird, ohne Erklärungen oder 
Beweise hinzuzufiigen. An die Elemente der Eaumlehre anknüpfend 
bildet die darstellende Geometrie selbständig die Lehre von den 
Projektionen aus. Dasselbe Verfahren des Projizierens aber, 
welches in erster Linie benutzt wird, um die Darstellung gegebener 
Raumfiguren zu gewinnen, soll gleichzeitig dazu dienen, Eigen- 
schaften derselben zu erkennen und zu beweisen. Auch sollen die 
Projektionsmethoden auf höhere stereometrische Fragen angewandt 
und diese durch'^Konstruktion gelöst werden. Dann erst wird dem 
Zwecke der mathematischen Schulung der Anschauung genügend 
Rechnung getragen; denn jede konstruktive Lösung besteht in einer 
methodisch geordneten Folge von Operationen, deren geometrische 
Bedeutungen, im Gegensatz zu denen der rechnenden Operationen, 
einzeln anschaulich erfaßt, in ihrer Gesamtheit aber bei der gra- 
phischen Ausführung überblickt werden können. 

Durch ihre Methoden wird unsere Wissenschaft naturgemäß 
zur Untersuchung derjenigen Eigenschaften der Figuren geführt, 
welche mit denen der durch Projektion gewonnenen Bilder über- 
einstimmen. Diese „durch Projektion unzerstörbaren" oder „pro- 
jektiven" Eigenschaften der ßaumgebilde sind es, welche in all- 
gemeinster Weise aufgefaßt, die Grundlagen der Geometrie der 
Lage ausmachen. Bei letzterer fällt die Rücksicht auf Darstellbar- 
keit fort; sie operiert lediglich mit Begriffen. Die darstellende 
Geometrie aber bereitet die Bildung dieser Begriffe vor, indem sie 
alle geometrischen Gesetze untersucht, welche durch den wirk- 
lichen Vorgang der Projektion direkt begründet werden. 

Steht also die darstellende Geometrie zur Geometrie der Lage 
in näherer Beziehung als zur analytischen Geometrie, welche 
die Gebilde und ihre Eigenschaften durch Gleichungen zwischen 
Maßzahlen bestimmt, so kann sie doch auf den Gebrauch der Maß- 
relationen nicht völlig verzichten, weil die Bestimmung der Größen- 
verhältnisse, ebenso wie die der Lagebeziehungen in ihrer Aufgabe 
liegt. Aber sie verwendet nur die einfachsten Formen derselben. 
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bei denen an die Stelle der Rechnung mit analytischen Größen 
sogleich die Konstruktion treten kann. 

Irgend eine Aufgabe der darstellenden Geometrie ist als gelöst 
zu betrachten, wenn sie zurückgeführt ist auf solche Elementar- 
operationen, welche ohne weiteres mit bekannten Hilfsmitteln 
durchgeführt werden können. Unter jenen Elementaroperationen 
aber sind lediglich die folgenden, welche sich sämtlich auf eine 
ebene Zeichnungsfläche beziehen, zu verstehen: 

das Ziehen gerader Linien durch gegebene Punkte; insbesondere 
das Ziehen gerader Linien, die zu einer gegebenen Geraden 
parallel sind oder auf ihr rechtwinklig stehen; 

das Schlagen von Kreisen um gegebenes Centrum und mit ge- 
gebenem Radius. 
Bezüglich desEntwickelungsganges mag Folgendes im voraus 
bemerkt werden. Mit dem Einfachsten wird begonnen. Zuerst 
werden ebene Gebilde der Projektion im Räume unterworfen. 
Vereinigt man dann Bild- und Originalebene in geeigneter Weise, 
so ergeben sich mittelbar geometrische Abhängigkeiten, die zwischen 
Figuren einer und derselben Ebene stattfinden; sie werden Kol- 
linearverwandtschaften oder KoUineationen genannt, weil geraden 
Linien stets wieder gerade Linien entsprechen. Die einfachste Art 
der Centralprojektion, bei welcher die Bildebene der Ebene der 
Originalfigur parallel angenommen wird, liefert die Ähnlichkeit 
bei ähnlicher Lage. Aus der schiefen Parallelprojektion aber 
entsteht eine Verwandtschaft ebener Figuren, welche als Affinität 
bei affiner Lage bezeichnet wird; aus der Kombination beider 
endlicli erhält man die allgemeinste Art der Affinität. Auf 
der anderen Seite ergiebt die allgemeine Centralprojektion die 
centrischeKollineation ebener Systeme oder die Perspektivität. 
Gerade deshalb, weil die genannten Verwandtschaften ebener 
Gebilde aus Projektionen im Räume entstanden gedacht werden 
können, haben sie für die darstellende Geometrie eine prinzipielle 
Wichtigkeit; die bei der Darstellung räumlicher Objekte auftretenden 
Probleme führen immer wieder auf sie zurück. Es erschien daher 
zweckmäßig, sie an geeigneter Stelle ausführlich zu behandeln. Wir 
beginnen also die Darlegung der Methoden der Parallelprojektion 
mit einem Kapitel über Ähnlichkeit und Affinität bei ebenen Figuren. 
Dementsprechend würde ein Kapitel über Perspektivität in der 
Ebene vor der Behandlung der Perspektive räumlicher Figuren 
seinen natürlichen Platz finden ; wir ziehen es aber vor, ein solches 
bereits an einer früheren Stelle einzuschalten und später darauf 
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zurück zu verweisen, weil für gewisse Gebilde schon bei ihrer Dar- 
stellung in Parallelprojektion die Gesetze der Perspektivität in Be- 
tracht kommen, namentlich für Pyramiden, Kegel und ihre ebenen 
Schnitte. Bei der Entwickelung der Projektionsmethoden für be- 
liebige (nicht ebene) Objekte wird jedesmal mit der Darstellung der 
einfachen Grundgebilde: Punkt, Gerade, Ebene und der Lösung 
der aus ihren möglichen Beziehungen sichergebenden Fundamental- 
aufgaben begonnen, um daran die Darstellung und Unter- 
suchung der komplizierteren Gebilde in angemessener Ordnung 
anzuschließen. 

Schließlich mögen noch einige Bemerkungen über die haupt- 
sächlichsten, zum Teil am gehörigen Orte noch näher zu erläutern- 
den, Bezeichnungen und Abkürzungen Platz greifen. Wir 
werden durchgängig 

Punkte mit großen lateinischen Buchstaben: A, £, ... P, ..., 
Gerade mit kleinen lateinischen Buchstaben: a, b, ... ^, ..., 
Ebenen mit großen griechischen Buchstaben: A, B, ... E, . . . , 
Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben: a, /S, . . . y, . . . 
bezeichnen, und zwar verwenden wir in der Eegel die ersten Buchstaben 
des betreffenden Alphabets für gegebene oder bekannte Elemente, 
für variabele oder unbekannte aber die später folgenden Buchstaben. 
Als Zeichen der Verbindung mehrerer Elemente durch ein 
neues Grundgebilde, welches sie zusammengenommen bestimmen, 
dient die bloße Nebeneinanderstellung der sie bezeichnenden Buch- 
staben. Es bedeutet also: 

a = AB die gerade Verbindungslinie der Punkte A und £, 
A = ABC die Verbindungsebene der drei Punkte A, £, C, 
B = ^ß die Verbindungsebene des Punktes A und der Geraden a, 
r = oÄ die Verbindungsebene der sich schneidenden Geraden a 

und b. 
Zur Bezeichnung der Schnittelemente wählen wir das 
zwischen die betreffenden Buchstaben einzufügende Symbol x. 
Hiemach bedeutet: 

P = g X h den Schnittpunkt der in einer Ebene liegenden 

Geraden g und ä, 

Q = ^ X E den Schnittpunkt der Geraden g und der Ebene E, 

^ = E X Z die Schnittlinie der Ebenen E und Z. 

Wie gebräuchlich, legen wir parallelen Geraden einen unendlich 

fernen Schnittpunkt (Kichtungspunkt, Richtung), parallelen Ebenen 

eine unendlich ferne Schnittlinie (Stellungsgerade, Stellung) bei. 

Diese Bezeichnungen werden miteinander nach Bedürfnis kom- 
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biniert; z. B. würde AB x PQB den Schnittpunkt der Verbindungs- 
linie der Punkte A, B mit der Verbindungsebene der Punkte P, Qy R 
darstellen, u. s. f. 

Als Dreieckszeichen dient A, als Winkelzeichen z_, so daß 

A ABC das Dreieck mit den Ecken A^ By C, 

a = Z_ ABC den Winkel, welchen die Schenkel BA und BC 
am Scheitel B einschließen, 

ß ^ l_ab den Winkel der Geraden a und ä, 

y = Z_ öA den Neigungswinkel der Geraden a gegen die Ebene A, 

9) = Z_ EZ den Winkel der Ebenen E und Z 
bezeichnet. 

R ist das Symbol für den rechten Winkel oder 90®, 2Ä für 
den gestreckten Winkel u. s. f. 

Neben den bereits üblichen Abkürzungen | , #, Xj ^^y = für 
parallel, parallel und gleich, senkrecht, ähnlich, kongruent, 
fuhren wir noch ein neues Symbol für den senkrechten Abstand 
ein; es soll nämlich {^ -\g) die Entfernung des Punktes P von der 
Geraden ^, (PH E) die des Punktes P von der Ebene E repräsentieren. 

Übrigens wird fiir die geometrischen Beziehungen keineswegs 
ausschließlich die symbolische Schreibweise angewendet werden. 
Dieselbe soll nur bei Beweisen die Übersicht erleichtern und bei 
der unvermeidlichen Wiederholung geläufiger Operationen die Mög- 
lichkeit der Kürzung gewähren. 

Im besonderen werden als feststehende Bezeichnungen angewandt 
werden: 

TTj TTj fiir die beiden rechtwinkligen Projektionsebenen 
bei der orthogonalen Parallelprojektion, 

X für ihre Schnittlinie oder Achse, 

P', B" für die Projektionen eines Punktes P, 

g\ g" für die Projektionen einer Geraden y, 

(?j, 6^2 für die Spurpunkte einer Geraden ^, 

gj, ^2 für die Spurlinien einer Ebene E. 
Schiefe Parallelprojektionen werden durch Anhängung des 
unteren Index ä, perspektivische Bilder (Centralprojektionen) 
durch einen Horizontalstrich über dem Buchstaben bezeichnet. Die 
Umlegung (Niederklappung) einer ebenen Figur in eine andere 
Ebene um die zu beiden gehörige Spurlinie charakterisieren wir 
durch den unteren oder oberen Index o , Elemente , die durch 
Drehung um irgend welche Gerade eine neue Lage erhalten haben, 
ebenso durch den Index a, endlich Schatten durch den unteren 
oder oberen Index *. 



ERSTES KAPITEL. 



Ähnlichkeit und Affinität ebener Figuren. 

Jjhe wir die allgemeinen Gesetze der orthogonalen Parallel- 
projektion entwickeln und sie auf räumliche Gebilde anwenden, 
betrachten wir die ebenen Gebilde für sich. Hierbei beschränken 
wir uns nicht auf die orthogonale Parallelprojektion, sondern be- 
handeln zuerst — gewissermaßen als Vorstufe — die einfachste 
Form der Centralprqjektion, bei welcher Original- und Bildebene 
parallel liegen, hierauf aber sogleich die schiefe Parallelprojektion. 
Aus diesen beiden im Räume zu vollziehenden Projektionsarten 
werden die Ähnlichkeit und die Affinität zwischen Figuren einer 
Ebene abgeleitet; ihre Kombination ergiebt eine allgemeinere Ver- 
wandtschaft, die Affinität im weiteren Sinne. 

Ähnlichkeit ebener Figuren. 

!• Es sei eine Ebene E im Räume gegeben. Zu ihr parallel 
werde eine zweite Ebene E^ und außerhalb beider ein Punkt nach 
Willkür festgelegt. Legt 
man durch alle Punkte 
irgend einer in E gelege- 
nen Figur projizierende 
Strahlen, ebenso durch 
alle geraden Linien pro- 
jizierende Ebenen, die 
von dem Centrum 
ausgehen, und schneidet 
diese mit E^ als Bild- 
ebene, so entsteht in ^^' ^' 
letzterer eine zweite Figur, deren Punkte und Geraden denen 
der gegebenen eindeutig entsprechen. Beispielsweise geht (Fig. 1) 
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aus dem Dreieck ABC in E das Dreieck A^B^C^ in E^ als Bild 
hervor. Die Beziehung, in welcher die einander entsprechenden 
Figuren stehen, heißt Ähnlichkeit bei ähnlicher Lage (Per- 
spektive Ähnlichkeit) und besitzt folgende Eigenschaften: 

a) Entsprechende Gerade sind parallel; also: 

ß) Parallelen Geraden g und h entsprechen parallele 
Gerade g^ und h^ und einem Winkel (p ein ihm glei- 
cher Winkel gp^. 

y) Das Verhältnis irgend zweier entsprechenden 
Strecken AB und A^B^ ist konstant = «:«i, wenn 

e=^{p-\ E), ^1 = (0 H E,) 

gesetzt wird. Offenbar ist: 

AB : A^B^ ==OA:OA^==e:e^ 
und folglich auch: 

AB:BC=- A^B^ : B^C^, u. s. f. 

Ist für zwei ebene Figuren eine der beiden letzten Eigen- 
schaften und folglich auch die andere erfüllt, so sind sie nur als 
ähnlich zu bezeichnen. Kommt aber die erste Eigenschaft hinzu, 
so befinden sie sich zugleich in ähnlicher Lage. In der That 
braucht man nur zwei einander entsprechende parallele Strecken 
AB und A^B^ zu kennen, um das Ähnlichkeitscentrum 

Hieraus folgt weiter, daß je zwei ähn- 
liche Figuren auf unend- 
lich viele Arten in ähn- 
liche Lage gebracht werden 
können. 

2. Die ähnlichen Fi- 
guren bleiben in ähn- 
licher Lage, wenn die 
Bildebene El sich selbst 
parallel verschoben 
wird. An Stelle von tritt 
dabei ein neues Centrum 
a. Die Strecke ÖO', d. i. 
j,. 2 die Verschiebung des Gen- 

trums, ist mit derjenigen 
der Bildebene parallel und gleichgerichtet oder ihr entgegen- 
gesetzt, je nachdem und E, auf derselben oder auf verschie- 



= AA^ X BB^ zu finden. 
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von E liegen; der Größe nach ist sie durch die 



denen Seiten 
Relation: 



ocr = a. 



e 



e^ — e 



bestimmt, wo a die Größe der Verschiebung der Punkte von Ej 
bezeichnet. Geht nämlich (Fig. 2) Ä^j das Bild eines beliebigen 
Punktes Ä, bei der im Räume gedachten Parallelverschiebung von 
Ej in A^ über, so schneidet die Gerade A^A die durch gezogene 
Parallele zu A^A^ in einem Punkte 0\ welcher durch die obigen 
Angaben bestimmt ist; dies gilt für jedes Paar entsprechender 
Punkte. — Insbesondere bleibt der Charakter unserer Abbildung 
erhalten, wenn E^ durch eine geeignete Parallelverschiebung mit E 
selbst zur Deckung gebracht 
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wird. Diese Operation, welche 
auf unendlich viele Arten 
vollzogen werden kann, lie- 
fert ähnliche und ähn- 
lichgelegene Gebilde in 
einer Ebene. Mit den pro- 
jizierenden Strahlen fällt 
auch das Centrum 0' in die 
Ebene E. Die drei obenge- 
nannten Eigenschaften blei- 
ben für die so erhaltene 
KoUineation in der Ebene 
unverändert bestehen. Sie 
ist eindeutig bestimmt durch 
Angabe des Centrums und 
zweier einander entsprechen- 
der Punkte oder durch ein 
Paar paralleler entsprechen- 
der Strecken. 

3, Der vorige Satz ist 
ein Spezialfall des folgen- 
den: Sind im Räume zwei Figuren zu einer dritten ähnlich 
und ähnlich gelegen, so sind sie es auch zu einander. 
Das neue Ahnlichkeitscentrum liegt mit den beiden ge- 
gebenen in gerader Linie. Sind nämlich A^B und A^^ B^ (Fig. 3) 
entsprechende Punkte zweier ähnlicher und ähnlichgelegener Fi- 
guren, sowie das zugehörige Ahnlichkeitscentrum, gilt ferner 
dasselbe von A, B, A^, B^ und 0', so liegen A^A^ und B^B^ in einer 




Fig. 3. 



10 



Ähnlichkeü und Affinität ebener Figuren, 



Ebene, weil Ä^B^ \\ AB \\ Ä^B^ ist. Weiter liegt der Strahl Ä^A^ in 
der Ebene AOO und schneidet 00' in einem Punkte 0". In dem- 
selben Punkte wird 00^ von B^B^ geschnitten, denn andernfalls hätte 
die Ebene der Strahlen A^A^ und B^B^ mehr als einen Schnittpunkt 
mit 00' gemein. 0" ist das neue Ahnlichkeitscentrum. Der Satz 
gilt auch für Figuren in einerlei Ebene. 

4, Von den Folgerungen, die aus dem Vorhergehenden un- 
mittelbar gezogen werden können, mag als beachtenswerth diese 

hervorgehoben werden, 
daß jede zu einem Kreise 
ähnliche Figur wiederum 
ein Kreis ist, und daß je 
zwei Kreise einer Ebene 
in doppelter Art als in 
ähnlicher Lage befindlich 
betrachtet werden können. 
Da nämlich (Fig. 4) die 
Mittelpunkte M und M^ 
einander entsprechen und 
die Radien r und r^ der 
Verhältnisgleichung r : r^ 
= OM: OM^ genügen müs- 




Fig.4. 



sen, so kann als Centrum jeder der beiden Punkte und 0' gewählt 
werden, welche die Strecke MM, in dem angegebenen Verhältnis 
außen und innen teilen (äußerer und innerer Ahnlichkeitspunkt). 
Durch und 0' gehen die gemeinsamen Tangenten der beiden Kreise, 
deren es im allgemeinen vier giebt. 



Parallelprojection einer ebenen Figur auf eine andere Ebene. 

5, Die zu projizierenden Gebilde seien in der Ebene E gelegen; 
als Bildebene nehmen wir irgend eine zweite E^ an. Werden durch 
die Punkte und Geraden einer in E befindlichen Figur parallel zu 
einer fest gewählten Richtung projizierende Strahlenresp. Ebenen 
gezogen und mit E^ geschnitten, so entsteht eine zweite Figur, 
welche mit ihren Punkten und Geraden der vorgelegten eindeutig 
zugeordnet ist. Das Dreieck A^ B^ C^ in E^ geht z. B. auf diese Art 
aus dem Dreieck AB Cm E hervor (Fig. 5). Das benutzte Verfahren 
wird im allgemeinen als schiefe, im besonderen, wenn die Pro- 
jektionsrichtung zur Bildebene Ej rechtwinklig steht, als orthogonale 
Parallelprojektion bezeichnet. Die geometrische Abhängigkeit 
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zwischen den entsprechenden Figuren heißt Affinität bei affiner 
Lage (Perspektive Affinität); die projizierenden Strahlen wer- 
den Affinitätsstrahlen, die 
Schnittlinie a = E X E^ wird 
Affinitätsachse genannt. 

6. Aus der Definition er- 
geben sich die Eigenschaften 
affiner und affingelegener 
ebener Figuren. 

a) Jeder Punkt der Af- 
finitätsachse a ent- 
spricht sich selbst; 
folglich schneiden 
sich entsprechende 
Geraden^und^j auf 
a und im beson- 
deren ist^j II«, wenn 
g \\ a angenommen wird. 
ß) Parallelen Geraden g und h entsprechen parallele 

Gerade g^ und h^, 
y) Einem Winkel (p entspricht im allgemeinen ein von 
ihm verschiedener Winkel qp^. Es giebt aber an jedem 
Punkte Peine Lage des Winkels gp, bei welcher ihm 
(und seinem Scheitelwinkel) der gleiche Winkel am 
affinen Punkte Pj entspricht. Namentlich existiert 
an je zwei affinen Punkten ein Paar entsprechender 
rechtwinkliger Strahlen. Letzteres wird aus folgender 
Konstruktion erkannt: man lege durch die Mitte der Strecke 
PP^ eine zu ihr rechtwinklige Ebene A und um deren Achsen- 
schnittpunkt M = a X K eine Kugelfläche, welche P, folglich 
auch Pj enthält. Schneidet diese die Achse a in Xund 7, 
so sind z_ XPY und Z_ XP^Y einander entsprechende und, 
weil sie über dem Kugeldurchmesser stehen, zugleich rechte 
Winkel. 
S) Das Verhältnis je zweier Strecken einer Geraden 
und allgemeiner das Verhältnis je zweier paralleler 
Strecken ist dem ihrer Bilder gleich. Liegen nämlich 
entsprechende Strecken auf einer Geraden g und der affinen 
Geraden g^ vor, so sind sie durch Parallelen hervorgebrachte 
Abschnitte der Schenkel eines Winkels. Der allgemeinere 
Fall zweier paralleler Strecken AB und CD wird auf den 
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vorigen zurückgeführt, indem 
Strecke BE = CD verlängert. 




man (Fig. 6) AB um die 
Dem Parallelogramm BCJJE 
entspricht nach /?) ein 
affines Parallelogramm 
B^ (7j D^ E^ , wo B^ E^ 
= (7j2>j die Verlänge- 
rung von A^B^ bildet. 
7. Umgekehrt sind zwei 
ebene Figuren affin und affin- 
gelegen, wenn ihre Punkte 
und Geraden einander so ent- 
sprechen, daß die obigen Eigen- 
schaften erfüllt sind. Denn, 
sind A, B, C (s. Fig. 5) irgend 
drei Punkte der einen, A^, B^, C^ 
die entsprechenden Punkte der 
anderen Figur, so schneiden nach a) die Geraden BC^ CA, AB ihre 
Bilder in Punkten P, Q, R der Schnittlinie a = ABC X A^B^C^; da 
femer nach S): RA: AB = RA^iA^B^ sein soll, so ist AA^ \\ BB^, u. s. f. 
— Finden für zwei ebene Figuren die obigen Eigenschaften mit Aus- 
nahme der ersten statt, so sind sie nur als affin zu bezeichnen. 
Die Frage, ob sie in affine Lage gebracht werden können, findet 
ihre Erledigung erst durch später folgende Sätze. 

8. Es seien g, g^ und gg drei Figuren, deren Ebenen E, E^ 

und Ea sich in einer Geraden 
a schneiden; femer gehe ^2 
aus g und gj aus ^2 durch eine 
Parallelprojektion hervor; dann 
sind auch g und g^ durch eine 
solche aufeinander bezogen, 
d. h. es besteht der Satz: Sind 
in Bezug auf eine und die- 
selbe Achse zwei ebene 
Figuren zu einer dritten 
i^^ affin und affingelegen, so 
sind sie es auch zu ein- 
ander. Es genügt, den Beweis 
für irgend zwei Punkte und 
ihre beiderlei Bilder zu führen. Den Punkten A, B in ^^ mögen 
A^, B^ in gg, diesen A^, B^ in g^ entsprechen (Fig. 7). Die Geraden 
AB, A^B^, A^B^ schneiden sich in einem Punkte R auf a. Da aber 




Fig. 7. 
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zugleich AA^ \\ BB^ und A^A^ \ B^B^ ist, so sind die Dreiecke AA^A^ 
und BB^B^ ähnlich und ähnlich gelegen, folglich AA^ \\ BB^, u. s. f. — 

9, Wenn man die bisherigen Annahmen spezialisiert, indem 
man die Ebene E^ als mit E zusammenfallend betrachtet, so gelangt 
man zu einer indirekten Definition affiner und affingelegener 
Figuren g und g^ in einer Ebene, nämlich durch Vermittelung 
zweier nacheinander angewandter beliebiger Parallelprojektionen, 
welche zuerst g in gg? dann gg i^ 3i überführen. In der Folge 
wird die direkte Abhängigkeit zwischen g und gj ohne Zuhilfenahme 
räumlicher Konstruktionen untersucht. Der obige Satz lässt aber 
bereits erkennen, daß die Bedeutung der Affinitätsachse a als der 
Linie sich selbst entsprechender Punkte erhalten bleibt, sowie daß 
die Strahlen AA^, BB^, u. s. w., welche jetzt gleichfalls der Ebene E 
angehören, parallel sind; dagegen kann das Bild eines Punktes nicht 
mehr als Spur seines projizierenden Strahles in der Bildebene erklärt 
werden. Die Parallelprojektion in der Ebene bedarf also besonderer 
Erklärung, da die im Räume anwendbaren Operationen beim Über- 
gang zu Gebilden einer Ebene aufhören einen bestimmten Sinn 
zu haben. 

10, Wird eine ebene Figur um eine in ihrer Ebene enthaltene 
Achse gedreht, so beschreiben irgend zwei Punkte derselben Kreis- 
bögen, deren Sehnen parallel sind. Mithin folgt aus obigem Satze 
als KoroUar: Zwei affine und affingelegene ebene Figuren 
bleiben in affiner Lage, wenn eine derselben um die 
Affinitätsachse beliebig gedreht wird. Im besonderen kann 
hiemach für die betrachteten Figuren auf doppelte Art die affine 
Lage in einer Ebene herbeigeführt werden, indem man die Bild- 
ebene durch Drehung nach der einen oder der anderen Seite mit 
der Originalebene zur Deckung bringt. Dreht man umgekehrt von 
zwei in einer Ebene affingelegenen Figuren die eine beliebig um 
die Achse aus der Ebene heraus, so wird sie in der neuen Lage 
durch eine Parallelprojektion auf die andere bezogen. 

AfRne und affingelegene Figuren einer Ebene. 

11, Zufolge der im vorigen enthaltenen indirekten Definition 
müssen zwei Figuren g und gj derselben Ebene, wenn zwischen 
ihnen Affinität bei affiner Lage bestehen soll, folgende Eigen- 
schaften haben: 

a) Die Verbindungslinien entsprechender Punkte sind 
parallel; 
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ß) Drei Punkten in gerader Linie entsprechen drei 

Punkte in gerader Linie; 
/) JederPunktder Affinitätsachse entspricht sichselbst. 
Finden umgekehrt diese Beziehungen statt, so können die beiden 
Figuren durch Drehung der einen um die Achse in eine räumliche 
Lage übergeführt werden, bei welcher sie durch Parallelprojektion 
aufeinander bezogen sind. Hieraus folgen sofort alle ihre weiteren 

Eigenschaften: sie stim- 
men mit den vorher (6) 
angeführten überein. Die 
allein noch übrig blei- 
bende Frage, ob bei der 
Einschränkung der Ope- 
rationen auf die Ebene 
obige drei Bedingungen 
hinreichen, um die in Rede 
stehende KoUineation zu 
definieren, findet ihre Er- 
ledigung durch folgenden 
Fig- 8. Satz: In der Ebene ist 

die Affinität bei affiner Lage durch Angabe der Affinitäts- 
achse a und zweier nicht auf ihr gelegener entsprechender 
Punkte Pund P^ auf Grund der unter a), ß) und y) angeführten 
Eigenschaften eindeutig bestimmt. In der That kann zu jedem 
gegebenen Punkte Q der entsprechende Q^ bestimmt werden, indem 
man (Fig. 8) S = PQ x a sucht und ÄP^ mit der durch Q gelegten 

Parallelen zuPP^ in Q^ schneidet. 
Das Bild einer Geraden ff ist 
mittels des Bildes Q^ eines ihrer 
Punkte Q konstruierbar, denn 
man findet ^^ = TQ^ , wenn 
T =^ g X a. Einfacher ergiebt 
sich ^j, wenn PUWg gezogen ist, 
als Parallele zu UP^ durch T. 

12. Die Konstruktion der 
entsprechenden rechten Winkel 
an zwei affinen Punkten Pund Pj 
erfolgt (Fig. 9) mit Hilfe eines 
Fig. 9. Kreises durch Pund Pj, dessen 

Centrum M der Affinitätsachse a angehört. Schneidet dieser a in 
den Punkten X und i', so sind z_ XPY und /_ XP^Y die gesuchten 
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rechten Winkel. Ist F^ der in Bezug auf a zu Pj symmetrische 
Punkt, so ist l. P^PY =: i_P(PY, weil die Bögen PJ und P(Y 
gleich sind; der Strahl PY halbiert den z. P^PP^'j P^ den Neben- 
winkel. Diese Bemerkung kann zur Konstruktion der Kechtwinkel- 
strahlen dienen, falls etwa M außerhalb der Zeichnungsfläche liegt. — 
Symmetrisch zu PX (oder PY) gelegenen Punkten, z. B. Q und H, 
entsprechen symmetrisch zu P^X (oder P^Y) gelegene Punkte 
Q^ und B^, — 

13. Zur Auffindung zweier an PundPj einander entsprechen- 
der Winkel von gegebener Größe (p dient folgende Betrachtung. 
Es werde zunächst angenommen, daß P und P^ auf derselben Seite 
der Affinitätsachse 
a liegen (Fig. 10). 
Sei Q die Mitte von 
PP^ und QR _L PP^. 
Dann ist ein Kreis k 
durch PundPj, also 
mit dem Centrum M 
auf QBy so zu be- 
stimmen, daß z_ XPY 
= /L XP^Y = (p xmd 

mithin z. MXY 
= R — qp wird, 
wenn X und Y die 
Achsenschnittpunkte 
von k sind. Zieht ^^S- 10. 

man aus einem beliebig auf QE angenommenen Punkte W den 
Strahl M'T unter dem Winkel R — op gegen a und beschreibt um 
M' einen Kreis ä' durch X', so ist R das Ahnlichkeitscentrum für 
die Kreise k und k\ Man findet daher M, indem man RP^ mit k' 
in P^' schneidet und P^M\\P^'jW zieht. Werden die gegebenen 
affinen Punkte durch die Achse von einander getrennt, wie P und P^, 
so betrachte man statt des letzteren den symmetrisch zur Achse 
gelegenen Punkt P^\ dann ist Z. YP^Y= JL XP^Y. 

14. Für jede Größe und Lage der Strecke PQ auf einer Geraden 
^ hat, wenn P^Q^ die entsprechende Strecke auf der affinen Geraden 
g^ ist, (nach 6) das Verhältnis 

k = PQ:P^Q, 
einen konstanten Wert, der sich auch nicht ändert, wenn ^ und 
damit zugleich ff^ eine Parallelverschiebung erfährt. Zu jeder ge- 
gegebenen Richtung (und der affinen) gehört also ein festes Strecken- 
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Verhältnis A. Dagegen entsprechen verschiedenen Richtungen ver- 
schiedene Werte Ä und zwar sind die beiden Richtungen, welche 
durch die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel gegeben sind, 
vor allen übrigen ausgezeichnet. Es gilt nämlich der Satz: Dreht 
sich eine Gerade^ (mithin zugleich die affine g^ um einen 
ihrer Punkte in einerlei Sinn, so nimmt das ihrer Richtung 
zugehörige Streckenverhältnis Ä in jedem der von den 
affinen Rechtwinkelstrahlen gebildeten Quadranten ent- 
weder beständig zu oder beständig ab, erreicht für sym- 
metrischeLagen beiderseits der genannten Strahlen gleiche 
Werte und auf denselben ein Maximum resp. Minimum. 

Es seien, um dies zu beweisen, 
/lXVY und L.XPJ (Fig. 11) 
affine rechte Winkel, femer U und 
/^irgend zwei aufeinander folgende 
Lagen eines von X nach Y auf 
der Affinitätsachse fortschreiten- 
den Punktes. Wir wählen die 
Strecke XY als Maßeinheit, setzen 
XV =k, Xr=-l, UY=m, VY^n 
und nennen die von den Punkten 
Xy U, Vy Y einerseits, von P und P^ 
andererseits begrenzten affinen 
Strecken resp. x, u, v, y und arj,?/^, 
v^y y^. Sind nun PUU\ PFF, P^ UU", P^ VF" rechtwinklige Drei- 
ecke, so folgen die Relationen: 

?/2 _ jjfi2^2 _^ k^y^, v^ = nV + Py^, 

Es ist zu zeigen, daß unter der Voraussetzung 

ay > (!,)■ 

die Beziehung 

besteht. Letztere kann in der Form geschrieben werden: 

{m^x^ + kY) {n%^ + Py^^ - {nV + Py^) {m\^ + khj^^) > 
und reduziert sich auf die Ungleichung: 

[Pm^ - k^n^ {x^y^^ - x^^y'^ > 0, 
welche da die Größe {PirP — IPn^ positiv ist, mit der Voraussetzung 
zusammenfällt. 

16. Definition der Ellipse. Ist M der Mittelpunkt eines 
Kreises k (Fig. 12) und sucht man zu den Radien desselben die 
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affinen vom Punkte P^ nach allen Richtungen auslaufenden Strecken, 
so liegen deren Endpunkte auf einer zun! Kreise affinen Kurve, 
welche Ellipse heißt. M^ ist ihr Mittelpunkt; eine denselben 
enthaltende Sehne wird Durchmesser genannt. Die zu einander 
rechtwinkligen Durchmesser Ä^A^' und ^j^i' der EUispe, welche 
gleichfalls rechtwinkligen Durchmessern ÄÄ und SB' des Kreises 
entsprechen, heißen Achsen, ihre Endpunkte Scheitel; sie teilen 
die Kurve in kon- 
gruente und sym- 
metrische Quadran- 
ten. Durchläuft ein 
Punkt Pj die Ellipse, 
so nimmt die Strecke 
JK^Pj in jedem Qua- 
dranten entweder 
beständig zu oder 
beständig ab und 
erreicht auf den 
Achsen ein Maxi- 
mum resp. Minimum 
der Länge. Zwei 

schiefwinkelige 
Durchmesser P^Pi', 
QiQ/ der Ellipse 
heißen konjugiert, 
wenn sie zu einem Fig. 12. 

rechtwinkligen Kreisdurchmesserpaar PP\ QQ' affin sind. Von zwei 
konjugierten Durchmessern halbiert jeder die zum anderen parallelen 
Sehnen, weil dies bei den rechtwinkligen Durchmessern des affinen 
Kreises der Fall ist. — Eine die Ellipse k^ treffende Gerade ^^ hat 
mit ihr zwei getrennte oder vereinte * Punkte gemein. Dies folgt * 
aus dem Verhalten der affinen Geraden ^ zum Kreise L Wird im 
besondem eine Tangente QT des Kreises durch die Eigenschaft 
definiert, daß sie einen Punkt Q der Peripherie aber keinen inneren 
Punkt enthält, so kommt der entsprechenden Geraden Q^Tdie gleiche 
Eigenschaft bezüglich der affinen Kurve zu: sie ist als Tangente 
der Ellipse im Punkte Q^ zu bezeichnen. Weil eine Sekante QS 
durch Drehung um Q in die Tangente übergeht, wenn Smit Q zu- 
sammenfällt , kann der ' Berührungspunkt als Vereinigung zweier 
Schnittpunkte betrachtet werden. Weil ferner die Kreistangente 
rechtwinkUg zum Radius ihres Berührungspunktes steht, folgt, daß die 

ROHN u. Papperitz. I. 2 
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Tangenten in den Endpunkten eines Ellipsendurchmessers zum kon- 
jugierten Durchmesser parallel sind. — Aus den gegebenen De- 
finitionen ergeben sich Konstruktionen der Punkte, Tangenten, Achsen 
und konjugierten Durchmesser der Ellipse. — 

AfRne Figuren einer Ebene im weiteren Sinne. 

16, Die Eigenschaften, in denen die beiden Verwandtschaften 
zwischen Figuren einer Ebene, ' Ähnlichkeit und Affinität, 
welche wir bisher von Projektionen im Eaume ausgehend behandelt 
haben, übereinstimmen, lassen sich auf folgende zwei zurückführen. 

a) Drei Punkten in gerader Linie entsprechen drei 
Punkte in gerader Linie. 

ß) Parallelen Geraden entsprechen parallele Gerade. 
Wir wollen zeigen, daß diese zwei Bedingungen an sich bereits ge- 
nügen, um zwischen Figuren einer Ebene eine bestimmte Verwandt- 
schaft, die Affinität im weiteren Sinne, zu definieren, voraus- 
gesetzt, daß zu drei nicht in einer Geraden liegenden Punkten die 
entsprechenden gegeben werden. 

17, Aus der Definition folgt zuerst die weitere Eigenschaft: 
Die Verhältnisse paralleler Strecken bleiben bei 

derAbbildungungeändert. Parallelogrammen entsprechen 
nämlich Parallelogramme, also parallelen gleichen Strecken 
wiederum parallele gleiche Strecken. Werden nun zunächst 
zwei parallele Strecken kommensurabel angenommen: AB 
und CDf und ist die Strecke e ihr gemeinsames Maß, so 
daß man 

AB = me, CD = ne 
hat, so ergiebt sich für die entsprechenden Strecken: 

A^B^ = me^, ^i-^\ = ^^i> 
sofern einer etwa auf^J5 markierten Teilstrecke e die Strecke c^ 
auf A^B^ zugehört. Es ist daher: 

AB\CI) = A^B^:C^D^. 
Was aber für irgend zwei kommensurable parallele Strecken 
gilt, wird durch beliebig fortgesetzte Teilung der beiden Maß- 
stäbe mit den Einheiten e und e^ auch für inkommensurable 
als gültig erwiesen. 

18, Es seien ABC und A^B^C^ die beiden Dreiecke, welche die 
3 Paare entsprechender Punkte bestimmen, so ist auf Grund der 
obigen Bedingungen zu jedem vierten Punkte P der entsprechende 
Pj eindeutig konstruierbar. Man ziehe durch P die Geraden 
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JCT, YF, ZZ' resp. parallel zu BCy CA, AB, suche hierauf etwa die 
Punkte Xj und Z^^ welche C^A^ in denselben Verhältnissen teilen, 
wie X und Z die 
Strecke CA , und 
ziehe durch sie Pa- 
rallelen zu B^C^ 
und ^i^i ; ihr 
Schnittpunkt istP^. 
Auf gleiche Weise 
von den Punkten 
Z' und Y oder T 
und T ausgehend 
gelangt man zu 
dem nämlichen Re- Fig. 13. 

sultät«. Zunächst folgt nämlich aus der Konstruktion: 

X'r:AB=:X\Y\:A^B^. 
Zieht man nun durch P^ die Gerade Z^Z\ \\A^B^, so ist nur zu 
zeigen, daß 

A^Z^:A^C^ ^ AZ\AO 
und folglich auch 

B^Z\:B^C^=BZ':BC 
ist. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ABC und Y'X'P, A^B^C^ 
und Y\X\P^ ergiebt sich aber: 

AZ:AC^X'r:AB, 

und hieraus die Behauptung. 

19, Ist durch wechselseitige Zuordnung zweier Dreiecke zwischen 
zwei Figuren einer Ebene Affinität im weiteren Sinne hergestellt, 
so befinden sich dieselben im allgemeinen nicht in affiner Lage, 
d. h. es giebt weder eine Linie sich selbst entsprechender Punkte 
(Affinitätsachse), noch sind die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte parallel; vielmehr gilt folgender Satz: 

Zwei affine Figuren einer Ebene halben im allgemeinen 
nur einen Punkt sich selbst entsprechend gemein. Haben 
sie zwei Punkte P und ^ entsprechend gemein, so befinden 
sie sich zugleich in affiner Lage und PQ ist die Affinitäts- 
achse. 

Wir beweisen diesen Satz schrittweise. 

20. Die Verhältnisse der Strecken, welche ein gegebenes System 
von Parallelstrahlen g, h, i, . . . auf einer Geraden u ausschneidet, 

2* 
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sind den Verhältnissen der senkrechten Parallelenahstände gleich , 
also von der Lage der Geraden u unahhängig. Ist das Parallelen- 
System ^j, A^, tj, ... zum vorigen und u^ zu u affin, so sind auch 
die beiderlei Ahschnitte auf u und Uy affin und haben (nach 17) 
gleiche Verhältnisse. Daher folgt, daß in zwei affinen Parallelen- 
systemen die Verhältnisse der Parallelenabstände 
übereinstimmen, gleichviel in welcher Richtung 
sie gemessen werden. Setzt man jetzt (Fig. 14): 
^ = 9 'X 9v H=h xhy, /== i X ^, ..., 
P=hX9ij 6 = 2 X^i, ..., 
so sind A GHP, A GIQ, . . . ähnlich und ähnlich- 
gelegen und G ihr Ähnhchkeitscentrum. Mithin 
ergiebt sich der Satz: 

Die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen in zwei affinen Parallelen- 
systemen liegen auf einer Geraden L 

21, Hieraus schliesst man weiter: Sind ^ 
und 5ßi, 5ß' und ^ß/, ... Paare affiner Pa- 
rallelensysteme und 1,1,.., die zu ihnen (im Sinne des vor- 
hergehenden Satzes) gehörigen Geraden, so schneiden sich 

/,/',... in einem Punkte 
0, der sich selbst ent- 
spricht. 

In = lxr (Fig. 15) 
schneiden sich nämlich zwei 
entsprechende Gerade ^ 
und ^1 von 5ß und 5ßj, ebenso 
zwei Gerade y und ^j' von 
5|}' und $/, u. 8. f. Es ist 
aber ^ x / zu ^^ x ^/, d. h. 
zu sich selbst affin. Ferner 
müssen sich f und T, u. s. w. 
in demselben Punkte 
schneiden, weil die An- 
nahme zweier sich selbst 
entsprechender Punkte 
und (7 (wie sogleich noch 
näher zu erörtern sein wird) 
bedingt, daß 0(7 zur Affinitätsachse wird und folglich alle die 
Geraden Z, T, T, . . . in diese eine zusammenfallen. Damit ist der 
erste Teil des Satzes 19 bewiesen. 




Fig. 15. 
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23. Ferner wird (nach 21) der sich selbst entsprechende Punkt 
zweier im allgemeineren Sinne affiner Figuren einer Ebene ge- 
funden. Es mögen zur Festlegung 
der Affinität A ^^C und A ^A^i 
entsprechend gesetzt werden (Fig. 
16). Man ziehe durch die Ecken 
Ay By C Parallelen zu den gegen- 
überliegenden Dreiecksseiten und 
schneide sie mit den affinen 
Geraden, welche durch A^j B^, C^ 
parallel zu den Seiten des anderen 
Dreiecks laufen; sind R, Ä, T die 
betreffenden Schnittpunkte und wird 
außerdem 
U=BCx B^C^y F= CA X C^Ä^y 

JF==ABx A^B^ 

gesetzt, so ist als Schnittpunkt irgend zweier von den Geraden 
l = UR, V = rS, r = WT bestimmt. 

33. Was den zweiten Teil des Satzes 19 betrifft, so ist zu be- 
merken: Fallen (Fig. 17) zwei Punkte P und Q mit ihren affinen 
zusammen, so entspricht 
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Fig. 16. 



die Gerade PQ sich selbst 

und ebenso (nach 17) 

jeder ihrer Punkte. Sind 

nun By S und B^ , 5^ irgend 

zweiPaare affiner Punkte, 

^und Faher zwei solche 

Punkte auf PQ, daß 

UE I! FS, so ist auch 

UB^ II F8^ und außerdem 

(nach 17): 
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' Fig. 17. 

UB:F8= UR^:FS^\ 

mithin sind A BUB. und A SFS. ähnlich und ähnlichgelegen und 
fF auf PQ ihr Ahnlichkeitscentrum; folglich BB^ \\ SS^, u. s. f. 

34. Der Satz 20 wird benutzt, um bei zwei im allgemeinen 
Sinne affinen Figuren zu einem beliebig gelegenen Punkte P der 
einen den entsprechenden Punkt P^ der anderen zu finden. Sind 
nämlich wiederum. A ABC und A Ä^B^C^ einander zugeordnet 
(Fig. 18) und schneiden sich die zu AB und A^B^ gehörigen Parallelen- 
sjsteme auf der Geraden Z, die zu AC und A^C^ gehörigen aber 
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auf r, so zieht man durch P Parallelen zu AB und AC, aus ihren 
Schnittpunkten mit Z resp. f aber Parallelen zu A^B^ und A^C^. 

Letztere schneiden sich in 
dem gesuchten Punkte P^. 
25. Zwei affine Figuren 
können in gewissen Fällen 
durch bloße Verschiebung 
der einen in ihrer Ebene 
in affine Lage gebracht wer- 
den. Kennt man nämlich 
zwei affine und gleiche 
Strecken, so genügt es nach 
dem vorigen Satze dieselben 
zur Deckung zu bringen. Es 
fragt sich aber, ob es immer 
dergleichen giebt. — Im 
folgenden wird ein Verfahren 
angegeben, welches hierüber 
entscheidet. Jedenfalls kann die affine Lage stets hergestellt werden^ 
wenn eine der beiden Figuren zuvor ähnlich vergrößert oder ver- 
kleinert wird, so daß die zu irgend einer Strecke PQ affine PiQ^ 
in eine der ersteren gleiche übergeht. Umgekehrt erkennt man 
hieraus, daß das allgemeinste Verfahren, um von einer ebenen 
Figur zu einer affinen zu gelangen, darin besteht, zur ersteren eine 
affine und affingelegene, zu dieser wiederum eine ähnliche Figur zu 
konstruieren und letzterer (durch Drehung und Parallelverschiebüng) 
eine beliebige Lage zu erteilen. 




Fig. 18. 





Fig. 19. 

36. Wir machen hiervon eine Anwendung, um in affinen Fi- 
guren entsprechende rechte Winkel aufzufinden. Von den 
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affinen Dreiecken ABC und A^B^C^ (Fig. 19) werde etwa das letzere 
in ein ähnliches ^1-82^2 verwandelt, so daß 

wird. Werden dann durch Verschiebung die gleichen Strecken zur 
Deckung gebracht, so liegt Affinität bei affiner Lage vor und die 
früher (12) angegebene Konstruktion kann Platz greifen. Das Re- 
sultat derselben ist in die ursprüngliche Figur A^B^C^ zu übertragen. 

37. Im Anschluß an die oben gegebene Bestimmung der affinen 
rechtwinkligen Eichtungen kann folgender Satz bewiesen werden: 

Das Verhältnis der Flächen affiner ebener Figuren 
ist konstant. Offenbar genügt es denselben für zwei entsprechende 
Dreiecke zu erweisen, da jede geradlinig oder krummlinig begrenzte 
Fläche (exakt oder mit beliebigem Grade der Annäherung) als Summe 





Fig. 20. 

von Dreieck&flächen betrachtet werden kann. Die beiden Dreiecke 
seien A ABC und A -^lA^i (^ig- 20) und a FAC resp. A B\A^C^ 
die affinen rechten Winkel an A und A^ Ist zugleich noch BB" \\ CA, 
CC II FA und ebenso B^B^' \\ C^A^ , C^C^ \\ B^A^ , so sind F und B^, 
C und C^ affine Punkte. Andererseits hat man für den Flächeninhalt: 

A ABC = A AFC = A^^C'= 4-' ^^'- ^^- 

Sind nun x und X die konstanten Verhältnisse der in den entsprechen- 
den rechtwinkligen Richtungen gelegenen affinen Strecken, so daß 

AB' ^x. A^B(, AC = X. A^C^ 

ist, so ergiebt sich für das Verhältnis der Flächen irgend zweier 
affiner Dreiecke wie A ABC und A A^B^C^ der konstante Wert = xh 

38. Ob zwei im weiteren Sinne affine Figuren durch Ver- 
schiebung in affine Lage übergeführt werden können, wird durch 
folgende Überlegung entschieden. Nach dem vorigen können zwei 
affine rechtwinklige Dreiecke konstruiert werden, von denen das eine, 
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A ^0£ (Fig. 21), gleichschenklig angenommen werden mag; das andere 
werde in eine solche Lage gebracht, daß die entsprechenden Schenkel 
der rechten Winkel sich decken; wir bezeichnen es durch A Ä^OB^. 

Einem Kreis k um 0, welcher A, 
also auch B, enthält, wird als affine 
Figur eine Ellipse k^ mit als 
Centrum und OA^ resp. OB^ als 
Halbachsen entsprechen. Schneiden 
(oder berühren) sich der Ereis k 
und die Ellipse h^ und ist P^ einer 
der ihnen gemeinsamen Punkte, so 
existiert auf dem Kreise ein Punkt P, 
so daß die gleichen Strecken OP 
^' * und OPj affin sind. Bringt man 

sie durch Drehung um zur Deckung, so ist die affine Lage her- 
gestellt. Hat der Kreis k mit der Ellipse keinen Punkt gemein 
(wie z. B. in Fig. 22), so giebt es keine entsprechenden gleichen 

Strecken und die Herbeiführung 
der affinen Lage ist (ohne vor- 
gängige Ähnlichkeitstransforma- 
tion der einen Figur) nicht mög- 
lich. Welcher von den beiden 
Fällen eintritt, hängt offenbar 
allein von den Verhältnissen der 
Katheten in affinen rechtwink- 
ligen Dreiecken, also von OA : OA^ 
= X und OB :OB.=^X ab. Ver- 
größert sich beim Übergang von 
einem Dreieck zum andern die 
eine Kathete, während sich die andere verkleinert, oder bleibt eine 
von ihnen der Größe nach ungeändert, so ist affine Lage möglich; 
vergrößern oder verkleinern sich beide Katheten, so ist sie un- 
möglich. Wir drücken dies kürzer aus, indem wir sagen: 

Ist den entsprechenden rechtwinkligen Richtungen in 
zwei affinen Figuren das Streckenverhältnis x resp. X zu- 
geordnet, so können sie in affine Lage gebracht werden 
oder nicht, je nachdem {1 — x) (1 — A) ^0 oder > ist. 

29, Liegt der erste Fall vor, so erübrigt noch die konstruktive 
Bestimmung der affinen Lagen der entsprechenden rechtwinkligen 
Dreiecke. Bezeichnet (Fig. 23) A AOB das Dreieck ÄOB in einer 
affinen Lage zu AA^OB^y so muß ÄA^\\BB^ sein. Wird die 




Fig. 22. 



j 



Ähnlichkeit und Affinität ebener Figuren, 



25 



Strecke ^^^ um das Centrum und um 90® gedreht, so bildet 
sie in der neuen Lage A'B^' mit Ä'J^ einen rechten Winkel. Man 
trage daher auf OA 
die Strecke 0^/ =^ OB^ 
ab, schlage über Ä^B^ 
als Durchmesser einen 
Kreis, welcher k in Ä 
und Ä' schneiden mag 
und ziehe Off ±_ 0Ä\ 
resp. Off' JL OA'', so er- . 
geben sich zwei der auf- 
gestellten Forderung 
genügende Lagen ÄOB' 
und A'Vff' des Drei- 
ecks AOB. Ist Q' = A'B' 
X A^B^, q' = Ä'ff' 
X ^1^1 j so ist ent- 




Fig. 23. 



weder Oq oder OQ" die Affinitätsachse. Dieselbe enthält jedesmal 
zwei Schnittpunkte des Kreises ä und der Ellipse \, Fallen diese 
paarweise zusammen, d. h. berühren sich ä und k^ in zwei Punkten, 
so giebt es nur eine Affinitätsachse: die Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte, welche zugleich eine Hauptachse der Ellipse bildet. 



Konstruktionen der Ellipse auf Grund ilirer Affinität zum Kreise. 

30. Da je zwei Kreise ähnliche Figuren sind, so ist jede 
Ellipse, da sie nach der Definition zu einem Kreise affin ist, 
überhaupt zu jedem Kreise im weiteren Sinne affin. Die 
affine Beziehung der gegebenen Ellipse k zu . einem willkürlich an- 
genommenen Kreise \ wird festgelegt, indem man zwei konjugierte 
Halbdurchmesser OA und OB von k irgend zwei rechtwinkligen 
Halbmessern O^A^ und O^B^ von \ entsprechend setzt. Man kann 
so einem Ellipsenpunkte einen beliebigen Punkt des Kreises zuordnen. 
Zugleich folgt hieraus, daß eine Ellipse durch Angabe zweier kon- 
jugierter Durchmesser eindeutig bestimmt ist. Auf Grund dieser 
Bemerkungen ergeben sich die einfachsten Konstruktionen der Ellipse 
aus gegebenen Bestimmungsstücken (sowie die ihrer Tangenten, Nor- 
malen etc.), wenn man einen zur gesuchten Ellipse affingelegenen 
Hilfskreis benützt. 

31. Konstruktion de'r Ellipse aus zwei konjugierten 
Durchmessern. Erstes Verfahren. Es seien (Fig. 24) der 
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Fig. 24. 



Mittelpunkt, AÄ und BB die gegebenen konjugierten Durchmesser 
einer Ellipse ä. Man schlage über einem derselben (etwa dem 
größeren) v4^' einen Kreis \ und ziehe den Durchmesser B^B^' ±ÄA\ 
80 sind Ä und k^ affingelegen, sofern man die Dreiecke ABA' und 
AB^Ä entsprechend setzt; AÄ ist die Affinitätsachse, BB^ ein 
Affinitätsstrahl. — Zu einem Punkte P^ auf k^ wird der affine 

Ellipsenpunkt P am ein- 
fachsten gefunden, indem man 
P^Q ± AÄ zieht und die Pa- 
rallele aus Q zu OB mit der 
aus Pj zu B^B in P schneidet. 
— Trifft die Kreistangente in 
Pj die Affinitätsachse in T, so 
ist Prdie Ellipsentangente 
in P. — Sollen aus einem 
Punkte B die Tangenten 
an die Ellipse gezogen wer- 
den, so bestimme man die 
Berührungspunkte X^, 1\ der 
Tangenten aus dem affinen Punkte B^ an den Kreis k^ ; die affinen 
X, Y sind die Berührungspunkte der gesuchten Ellipsentangenten. — 
Die Richtungen der Achsen der Ellipse und der zugehörigen 
rechtwinkligen Durchmesser des Kreises ergeben sich aus der Kon- 
struktion entsprechen- 
der rechter Winkel an 
den affinen Punkten B 
und jBj, die Scheitel 
der Ellipse aus den End- 
punkten der genannten 
Kreisdurchmesser. 

82. ZweitesVer- 
fahren. Man ziehe 
(Fig. 25) durch den 
Endpunkt B des einen 
Durchmessers eine Pa- 
rallele a zum konju- 
gierten AÄ, die zu- 
gleich Ellipsentangente 
sein wird. Ein Kreis ä^ 
vom Radius O^A^ = OA, welcher a ebenfalls in B berührt, ist dann 
zur Ellipse k affingelegen; dem Dreieck AOB ist das rechtwinklige 









v\"^ 



a: ^\ 




Fig. 25. 
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Dreieck Ä^O^B zuzuordnen; a ist die Affinitätsachse, 00^ ein Affini- 
tätsstraM. Auf Grund dieser Angaben vollzieht man die punktweise 
Konstruktion der Ellipse analog dem Vorigen. Die Achsen findet 
man hier direkt aus der Bestimmung der entsprechenden rechten 
Winkel /_ XOY und L. XO^Y an den Mittelpunkten, hierauf aus den 
Endpunkten C^ und B^ der rechtwinkligen Kreisdurchmesser die 
Ellipsenscheitel C und i>, u. s. f. 

Bei beiden Konstruktionen ist es vorteilhaft, nicht nur Punkte 
des Hilfskreises in Ellipsenpunkte abzubilden, sondern auch die zu- 
gehörigen Tangenten zu übertragen; zugleich dient es wesentlich zur 
Abkürzung des Verfahrens, wenn man von einem dem Kreise um- 
schriebenen regelmäßigen Polygon (z. B. Achteck oder Zwölf- 
eck) ausgeht, unter dessen Berührungspunkten sich die vier End- 
punkte der rechtwinkligen Durchmesser befinden, die den gegebenen 
Ellipsendurchmessern entsprechen. . 

83. Ein drittes Verfahren (Fig. 26) beruht auf der Zuordnung 
des von den ge- 
gebenen conjugier- 
ten Durchmessern 
gebildeten Dreiecks 
AOB zu irgend 
einem rechtwink- 
lig- gleichschenk- 
ligen Dreieck 
A^O^B^. Die El- 
lipse wird dann 
punktweise als af- 
fine Figur zu dem 
um 0^ mit dem 
Eadius O^A^ be- 
schriebenen Kreise 
nach 2 4 konstruiert. 
34* Konstruk- 
tion der Ellipse 
aus fünf gegebe- 








/ / 



Fig. 26. 



nen Punkten derselben. Sind von einer Ellipse ä fünf Punkte 
A^ B, C, D, E bekannt, so kann sie aus diesen Elementen konstruiert 
werden, indem man einen zu ihr affingelegenen Kreis k^ be- 
stimmt, der zwei der gegebenen Punkte, etwa A und -S, mit ihr 
entsprechend gemein hat, so daß AB die Affinitätsachse wird. — 
Den Punkten C, B, E der Ellipse (Fig. 27) mögen die Punkte C^, L^, E^ 



28 



Ähnlichkeit und Affinität ebener Figuren. 



des Exeises entsprechen; die sich selbst entsprechenden Punkte der 
Strahlen DC und J)JE seien P und F. Die von A, B, C, B, E bis P 

resp. F reichenden 
Strecken mögen Ujb, 

c, d, e resp. a, b\ c , 

d, e heißen, die zu 
ihnen affinen aber 
durch Anhängung des 
Index 1 bezeichnet 
werden. Man hat dann 
wegen der Affinität: 

dl d d\ d* 

und weü ABC^D^E^ 
Punkte eines Kreises 
sein sollen: 

cLc, = ab. 

Fig. 27. ^ ^ , rr, 

Wir bestimmen noch auf der Affinitätsachse zwei Punkte Q und Q', 
so daß q = PQ und ^ t« jPQ' den Relationen 




h 



d 






d' 



e' 



genügen. Dann folgt: 



d^ = 



abd 



= aq 



V o a'b' d' ,, / 
a , * = — 1— = b q . 



e 



Demnach werden d^ und d^ als mittlere Proportionalen zwischen 
bekannten Strecken mit Hilfe zweier Kreise leicht bestimmt (in der 
Figur sind AP und FQ' die Durchmesser derselben, QF und BF 
auf ihnen rechtwinklig und d^ = PF, d^ = FF). Ist B^ einer der 
Schnittpunkte der beiden mit den Radien d^ und d^ um P resp. P' 
geschlagenen Kreise, so bestimmen A, B, B^ einen zur gesuchten 
Ellipse affingelegenen Kreis \ und die weitere Konstruktion kann 
nach der früher entwickelten Methode durchgeführt werden. 

Damit die um P und F geschlagenen Kreise sich schneiden, 
wie es die Konstruktion verlangt, muß tZj + cTj > PF sein. Man 
erkennt hieraus, daß nicht jede fünf willkürlich gegebenen Punkte 
auf einer Ellipse liegen. Die vollständige Erklärung hierzu wird 
sich erst an späterer Stelle ergeben. 



ZWEITES KAPITEL. 



Darstellung der Punkte, Geraden und Ebenen in orthogo- 
naler Projektion. Bestimmung der einfachen Beziehungen 

dieser Grundgebilde zu einander. 

Das Verfahren der orthogonalen Parallelprpjektion. 

35. Werden durch alle Punkte einer räumlichen Figur senk- 
recht zu einer gegebenen Ebene TT^ projizierende Strahlen gezogen, 
so erzeugen deren Schnitt- oder Spurpunkte in TTi ein ebenes Bild 
der Raumfigur, welches eine orthogonale Projektion genannt 
wird. Jeder Punkt P des Eaumes hat einen bestimmten Punkt F 
in TTj zu seiner Orthogonalprojektion; der Punkt P bildet aber gleich- 
zeitig die Projektion aller Punkte der durch ihn zu T\^ gelegten 
Senkrechten. Folglich ist umgekehrt ein ßaumpunkt P durch seine 
Projektion P nicht bestimmt, vielmehr gehört hierzu noch ein wei- 
teres Bestimmungsstück, etwa die Strecke PP^ d. h. der senkrechte 
Abstand des Punktes P von der Projektionsebene TTi; dabei ist 
diesem Abstand zur Unterscheidung der beiden Richtungen, nach 
denen er von P aus aufgetragen werden kann, ein bestimmtes Vor- 
zeichen beizulegen. 

Auf die zuletzt angefahrte Bestimmungsweise kommt seinem 
Wesen nach das gebräuchlichste Darstellungsverfahren zurück, 
welches unter Voraussetzung zweier zu einander rechtwinkliger 
Projektionsebenen T\^ und TT2 jeden Punkt durch seine beiden 
Orthogonalprojektionen P und P' auf TTi und TTg bestimmt. 

86. Um die Vorstellungen zu fixieren, nimmt man die erste 
Projektionsebene TTi horizontal, mithin die zweite Pro- 
jektionsebene TT2 vertikal an und bezeichnet P' als Grundriß, 
erste oder Horizontalprojektion, P" als Aufriß, zweite oder 
Vertikalprojektion, femer TTi als Grundriß- oder Horizontal- 
ebene, TTg als Aufriß- oder Vertikalebene; die Gerade x=^T[^ xTTa 
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heißt die Axe der Projektion. Von den Ebenen TTi und TTg werden 
natürlich nur begrenzte Theile als Projektionstafeln thatsächlich 
benutzt; sie sind aber an sich als unbegrenzt vorzustellen. Der ganze 
Raum wird durch die Projektionsebenen in vier Fächer oder Qua- 
dranten, jede Projektionsebene durch die Achse in zwei Halbebenen 
zerlegt. Zur Orientierung dienen Benennungen, die, ebenso wie die 
schon angeführten, für einen auf der Grundrißebene stehenden und 
der Aufrißebene zugewandten Beschauer zutreffen; man sagt nämlich 
von einem Punkte, daß er über, auf oder unter der Grundriß- 
ebene und zugleich vor, auf oder hinter der Aufrißebene liege. 
Die auf den projizierenden Strahlen gemessenen Strecken 

pp' = (PHni), PF' = (PHn,) 

heißen erster und zweiter Tafel- Abstand des Punktes P; für beide 

wird das Vorzeichen in dem 
vorderen oberen Fache positiv 
angenommen; es wechselt beim 
Durchgang von P durch die 
betreffende Proj ektionsebene. 
Die Ebene PFF' der beiden 
projizierenden Strahlen steht zu 
beiden Projektionsebenen und 
folglich zur Achse x senkrecht. 
Ist also (Fig. 28) P^ = PRB' 




X9 



X X, so sind PPa^, FPc 
F'P^ J_ X und 
ein Rechteck. 



PPPJ" 



X 

n 



und 
ist 



Fig. 28. 

37. Hieraus erkennt man: 

a) Die von den beiden Projektionen eines Punktes (und 
von diesem selbst) auf die Achse gefällten Lothe 
haben einerlei Fusspunkt P^. 
ß) Der erste (zweite) Abstand eines Punktes stimmt 
nach Größe und Vorzeichen mit dem Abstände 
seiner zweiten (ersten) Projektion von der Achse 
üb er ein. Liegt insbesondere der Punkt P auf einer Pro- 
jektionsebene, so fällt die bezügliche Projektion mit ihm zu- 
sammen, die andere auf die Achse. Ein Punkt der Achse 
endlich liegt mit seinen beiden Projektionen vereinigt. 
Aus den beiden in TTi und TS 2 verzeichneten Projektionen eines 
Punktes, welche die Bedingung a) erfüllen müssen, sonst aber be- 
liebig angenommen werden können, wird dieser selbst nach ß) 
eindeutig bestimmt und zwar am einfachsten so, daß man die in P 
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zu TTi und in F' zu TTg errichteten Senkrechten miteinander schneidet. — 
Aus der Darstellung des einzelnen Punktes ergeben sich aber die 
der Geraden und Ebenen, sowie überhaupt der zusammengesetzten 
Raumgebilde. 

88. Die Projektion einer Linie wird als Gesamtheit der Pro- 
jektionen ihrer Punkte erhalten. Die ersten Projektionen aller 
Punkte einer Geraden ff ergeben deren Grundriß, erste oder 
Horizontalprojektion ff', ebenso die zweiten Projektionen den 
Aufriß, die zweite oder Vertikalprojektion ff". Die projizie- 
renden Strahlen sämtlicher Punkte von ff bilden resp. eine erste 
und zweite projizierende Ebene. Die Projektionen der 
Geraden sind also die Schnittlinien (Spuren) ihrer projizierenden 
Ebenen in TTi und TTg, mithin selbst gerade Linien. Eine Aus- 
nahme hiervon tritt nur für den besonderen Fall ein, daß die ge- 
gebene Gerade ff zu einer Projektionsebene senkrecht steht: es 
existiert dann keine zugehörige projizierende Ebene mehr; die be- 
treffende Projektion wird ein Punkt, während die andere Projektion 
eine zur Achse senkrechte Gerade bildet. 

39. Nach Annahme einer Geraden ff ist ihre Orthogonal- 
projektion auf eine gegebene Ebene als Spur der projizierenden 
Ebene bestimmt; umgekehrt ist ff durch eine Projektion noch nicht 
bestimmt, falls diese nicht ein bloßer Punkt ist, was gegenwärtig 
ausgeschlossen werden mag. Dagegen wird die Gerade ff durch die 
beiden Projektionen ff' und ^" auf TTi und TTg, welche willkürlich 
angenommen werden dürfen, definiert, und zwar ist sie die Schnitt- 
linie der durch ff' und /' senkrecht zu Tf^ resp. zu TTa gelegten 
Ebenen. Ausgenommen hiervon ist der Fall, wo eine Projektion 
auf der Achse rechtwinklig ist. Es ergiebt sich nämlich hierbei, 
daß die andere Projektion in dem nämlichen Punkte auf der Achse 
senkrecht stehen muß. In der That steht eine projizierende, d. h. 
durch ff normal zur betreffenden Tafel gelegte. Ebene auf der Achse, 
folglich auch auf der anderen Tafel senkrecht und enthält daher 
zugleich die andere Projektion. Werden aber ff' und ff" demgemäß 
angenommen, so folgt daraus für die Gerade ff nur, daß sie in der 
erwähnten Normalebene zur Achse liegt: zu ihrer vollständigen Be- 
stimmung sind weitere Angaben erforderlich. 

40. Die Darstellung einer Geraden ff kann immer auf die zweier 
sie bestimmender Punkte, F und Q, zurückgeführt werden, aus deren 
Projektionen man die der Verbindungslinie als ff' — FQ', ff" = F'Q^' 
findet. Unter allen Punkten einer Geraden werden aber vorzugs- 
weise die beiden in den Projektionsebenen gelegenen G^z= ff xW^^ 
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(?2 =x ^ X TTj benutzt. Sie heißen erster und zweiter Spur- oder 
Durchstoßpunkt der Geraden. Jeder dieser Spurpunkte fällt 
mit einer seiner Projektionen zusammen, nämlich G^ mit G\ und 
G^ mit Cg, während seine andere Projektion auf der Achse liegt 
(Fig. 29). — Ist ff einer Tafel parallel, so liegt in dieser ihre Spur 
unendlich fem; die Projektion auf die andere Tafel ist parallel zur 




Fig. 29. 



Fig. 30. 



Achse. Z. B. folgt aus ^| TTi, daß ff'\\ff und/'||a: ist (Fig. 30). Ist 
ff zur Achse parallel, so sind es / und ff" auch; G^ und G^ liegen 
dann beide unendlich fern. 

Sind umgekehrt die Projektionen ff' und ff'' der Geraden ^ ge- 
geben, so findet man ihre Spuren aus der Bemerkung, daß die zweite 

Projektion von G^ der 
Schnittpunkt ff" x Xj die 
erste Projektion von G^ der 
Punkt ff' X X ist. 

41. Die Projektion einer 
(unbegrenzten) Ebene E über- 
deckt im allgemeinen die 
betreifende Bildebene in 
ihrer ganzen Ausdehnung 
und eignet sich daher nicht 
zur Bestimmung von E. Aus- 
zunehmen ist der Fall, wo 
E auf der Projektionsebene 




Fig. 31. 



senkrecht steht; die Orthogonalprojektion der Ebene reduziert sich 
dann auf eine Gerade und genügt zu ihrer Bestimmung. Im allge- 
meinen Falle dagegen kann zur Darstellung der Ebene entweder die 
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Angabe dreier ihrer Punkte oder die zweier auf ihr gelegener Geraden 
durch ihre Grund- und Aufrisse dienen. Am gebräuchlichsten ist 
es, die Ebene E durch die beiden Geraden 

^1 = E X TTi, ^2 = E X TTa 
darzustellen, welche resp. als ihre erste oder Horizontalspur und 
ihre zweite oder Vertikalspur bezeichnet werden (Fig. 31). Die 
Spuren treffen sich im Achsenschnittpunkte ^g. = E X « und be- 
stimmen E direkt als Verbindungsebene e^e^. Ist E zur Achse pa- 
rallel, so sind es auch die Spuren ^^ und e^ und JE^ liegt unendlich 
fem. Ist überdies E einer Projektionsebene paraUel, so liegt in 
dieser ihre Spur unendlich fem, in der anderen parallel zur Achse. 
Ist E zu einer Tafel normal, so steht in der anderen ihre Spur zur 
Achse senkrecht. Enthält endlich E die Achse, so fallen beide 
Spuren e^ und e^ mit dieser zusammen; zur Bestimmung der Ebene 
bedarf es dann der Angabe eines auf ihr gelegenen Punktes außer- 
halb der Achse. 

43. Die oben erwähnten speziellen Lagen einer Geraden oder 
einer Ebene, für welche es nötig wird, von der gebräuchlichen Dar- 
stellung mittels der Projektionen, bez. Spuren in TTi und TT2 abzu- 
weichen, weil diese 
zur Bestimmung nicht 
genügen, können als 
Beispiele dafür an- 
geführt werden, daß 
es sich unter Umstän- 
den empfiehlt, eine 
dritteProjektions- 
ebene TTg einzufüh- 
ren. Man legt dieselbe 
zumeist gegen Tf^ und 
TTg, also auch gegen 
die Achse x senkrecht 
und bezeichnet sie 
als Seitenrißebene. 
Die Geraden y = TTi 

XTT3und2:=n2 XTTg 

bezeichnen wir als 

horizontale und 

vertikale Nebenachse. Der Punkt = TTi X TTa X TT3, in welchem 

sich die drei Achsen rechtwinklig schneiden, heißt Ursprung. Von 

aus werden auf jeder Achse die Strecken nach der einen Seite 

RoHH u. Pappbbitz. I. 3 







Fig. 32. 
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positiv, nach der anderen negativ gerechnet und zwar auf x nach 
rechts, auf y nach vom, auf z nach oben mit positivem Sinn. 

43. Zu den bisherigen Darstellungselementen eines jeden Grund- 
gebildes kommt nach Einführung von TT3 noch je ein drittes Element 
neu hinzu: für den Punkt P die dritte Projektion oder der 
Seitenriß P'", sowie der dritte Abstand PP''' (welcher auf der 
rechten Seite von TTg positiv angenommen wird), für eine Gerade p 

der Seitenriß ff''' und 
der dritte Spurpunkt 
G^ = ff X Tf^, für eine 
Ebene E endlich die dritte 
Spurlinie ^3 = E X TT3 
(Fig. 32). 

44. Die drei Ebenen 
Hl, TTg, TT3 teilen den 
unbegrenzten Raum in 
acht räumliche Ecken ; 
sie selbst werden durch 
die Achsen x, y, z in je 
vier ebene Felder zerlegt. 
Zur Unterscheidung der 
möglichen Lagen eines 

Punktes in diesem System dienen die Vorzeichen der drei Tafel- 
abstände. Die Maßzahlen dieser Abstände (bezogen auf einen 

beliebig angenommenen 
Maßstab) bilden die r e c h t- 
winkligen Punktkoor- 
dinaten in der analy- 
tischen Geometrie des 
Raumes. 

45. Es ist unmittel- 
bar ersichtlich, dass in 
diesem Dreitafelsystem 
die Darstellung einer Ge- 
raden durch- ihre Pro- 
jektionen oder die einer 
Ebene durch ihre Spuren 
aueh in den oben erwähn- 
ten Spezialfällen keine 

Unbestimmtheit mehr übrig läßt. Eine zur Achse x senkrecht 
gerichtete, schneidende oder nicht schneidende (windschiefe), Gerade^, 



Fig. 33. 




Fig. 34. 
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welche durch ihre beiden ersten Projektionen g' und /'nicht bestimm- 
bar ist, wird durch eine derselben in Verbindung mit der dritten (zu 
ihr selbst parallelen) Projektion /" völlig bestimmt (Fig. 33). Eine 
die Achse x enthaltende Ebene E wird durch diese in Verbindung mit 
der dritten (durch den Ursprung gehenden) Spur e^ bestimmt (Fig. 34). 

46. Im Übrigen ist die Einführung einer dritten Projektions- 
ebene (welche zudem den jeweiligen Bedingungen der Aufgabe ent- 
sprechend noch in anderer Weise gewählt werden kann) als eine der 
Hilfsmethoden zu betrachten, die wir in der Folge noch weiter zu 
entwickeln haben werden. Den Hauptbestandteil der Methode 
der Orthogonalprojektion bildet die Benutzung des rechtwink- 
ligen Zweitafelsystems oder das Grund- und Aufrißverfahren. 

47. Die in der Horizontal- und Vertikalebene konstruierten 
Bilder einer Raumfigur sollen jetzt in einer und derselben Zeich- 
nungsebene zur Darstellung gebracht werden. Zu diesem Zwecke 
wählt man etwa die Aufrißebene als Zeichnungsebene und denkt 
sich nach Ausführung der Projektion die Horizontalebene durch 
Drehung um die Achse x mit der ersteren derart vereinigt, daß der 
vordere Teil der Grundrißebene (welchen wir als + TTi bezeichnen 
wollen) in den unteren Teil der Aufrißebene (— TT2), folglich zugleich 
der hintere Teil der Grundriß- 
ebene (— TTi) in den oberen Teil 
der Aufrißebene ( + TT2) zu liegen 
kommt (Fig. 35). 

Ist eine Seitenrißebene TTg -'^ I z^-K 

zur Anwendung gekommen, so 
denkt man sich auch diese mit 
TT2 vereinigt und zwar durch eine 
solche Drehung um die Achse z, 
daß die vordere Halbebene TTg die 
linke Halbebene TTi deckt. In 
Fig. 36a und 36b sind diejenigen Pig 35^ '*^ 

Quadranten der drei Projektions- 
tafeln, welche den oben, vom und rechtsgelegenen Raumoktanten be- 
grenzen (in welchem alle drei Tafelabstände eines Punktes P positiv 
sind), vor und nach ihrer Umlegung in die Bildebene dargestellt. 

Durch die getrofi'enen (an sich willkürKchen) Festsetzungen über 
die Anordnung der verschiedenen Projektionen einer Figur in der 
Zeichnungsebene ist umgekehrt der Übergang von diesen zu ihrer 
Konstruktion im Räume eindeutig festgelegt. 

48. Zur leichteren Orientierung in den Figuren dient außer der 
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Bezeichnung ihrer Punkte, Linien und Flächen durch Buchstaben 
die folgende Regel für das Zeichnen der Linien. In jeder 
Figur sind Haupt- und Nebenlinien zu unterscheiden; zu den 
ersteren gehören die bei der Problemstellung gegebenen und ge- 
suchten Linien, sowie die Achse der Projektion, zu den letz- 
teren die nur zu Konstruktionszwecken eingeführten Hilfslinien. 
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Fig. 36. 



Die Projektion einer jeden Hauptlinie wird voll ausgezogen, 
soweit letztere selbst im vorderen oberen Eaumquadranten 
liegt und sichtbar ist; andernfalls wird sie punktiert. 
Nebenlinien werden — ob sichtbar oder unsichtbar — ge- 
strichelt oder strichpunktiert. Für die Beurtheilung der Sicht- 
barkeit ist zu bemerken, daß alle vorkommenden Flächen ebenso 
wie die Projektionstafeln als undurchsichtig gelten, sowie daß 
die Sehrichtung den projizierenden Strahlen in ihrer ursprüng- 
lichen Lage folgt und zwar für W^ von oben nach unten, für TTg 
aber von vorn nach hinten. 

Bei der Abbildung allseitig begrenzter Objekte denkt man sich 
diese zweckmäßig ganz in dem oberen vorderen Eaumquadranten 
gelegen, wodurch die Darstellung an Übersichtlichkeit gewinnt. 



Darstellung der Grundgebilde: Punkt, Gerade, Ebene In ver- 
schiedenen Lagen. 

Wir nehmen jetzt die oben geforderte Umlegung der einen 
Projektionsebene in die andere als vollzogen an und betrachten die 
den möglichen verschiedenen Lagen von Punkten, Geraden und 
Ebenen gegen das ursprüngliche System entsprechende Anordnung 
der zu ihrer Bestimmung dienenden Elemente in der Zeichnungsebene. 
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49. Der Punkt. Die Projektionen P' und P" eines 
Punktes P liegen in einer zur Achse senkrechten Geraden 
(Fig. 37). Umgekehrt büden je 
zwei Punkte P' und P", deren Ver- 
bindungslinie zur Achse senkrecht 
ist, die beiden Projektionen eines 
Raumpunktes P. Aus einer der- 
selben wird P mittels seines senk- 
rechten Abstandes von der be- 
treffenden Tafel konstruiert. Die 
Tafelabstände sind: 

PF = F'P^, PP" = FP^. 
P liegt über, auf oder unter TTi, je nachdem F' oberhalb, auf, oder 
unterhalb der Achse liegt, und befindet sich zugleich vor, auf oder 
hinter TTg j e nachdem P' 
unterhalb, auf, oder 
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Fig. 37. 
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oberhalb der Achse 
liegt. Die so unter- 
schiedenen Lagen eines 
Punktes sind in Fig. 37 
dargestellt. Die Punkte 
Pj, P3, P„ P, gehören 
resp. dem oben vom. 
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Fig. 38. 

unten vom, oben hinten, unten hinten gelegenen ßaumquadranten, 
P2, P4, Pq, Pg resp. der Halbebene + TTi, + TT2, — Ha, — Hi, end- 
lich Pg der Achse x an. 2 

50. Aus den beiden 
ersten Proj ektionen P' und P" 
eines Punktes P leitet man 
die dritte P'" mit Hilfe der 
Fußpunkte Py und P^ der 
von F" auf die Nebenachsen 
y und z gefällten Perpen- 
dikel ab (Fig. 39). Mit Rück- 
sicht auf den in jeder Achse 
festgesetzten Sinn der von 
ausgehenden Strecken 
stimmen OP^ und OP^ nach 
Grösse und Vorzeichen mit 
dem ersten und zweiten 
Tafelabstand des Punktes P, 
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d. h. mit P^P' und P^F überein. OP^ ist der dritte Tafel- 
abstand. 

51. Den geometrischen Ort aller Punkte des Baumes, welche 
von beiden Projektionstafeln gleiche Abstände haben, bilden zwei 
die Achse enthaltende Ebenen, welche die von den Tafeln gebildeten 
rechten Winkel halbieren und deshalb Halbierungsebenen heißen. 
Die beiderlei Projektionen der Punkte in der ersten Halbierungs- 
ebene Hl (welche durch die oben vom und unten hinten liegenden 
Baumquadranten geht, liegen nach Vereinigung der Tafeln symmetrisch 
zur Achse, die der Punkte in der zweiten Halbierungsebene Hg 
fallen zusammen. 

53. Die Gerade. Die Projektionen g und g" einer 
Geraden^ sind zwei gerade Linien, deren Punkte einander 
paarweise als die beiderlei Projektionen der Punkte von g 
so zugeordnet sind, daß jedes Paar auf einer zur Achse 
senkrechten Geraden liegt. Hieraus folgt: Falls eine der Pro- 
jektionen zur Achse rechtwinklig steht (also g in einer Normalebene 
zu X liegt), liegen g und g" vereinigt, und zwar gilt dies auch für 
den noch spezielleren Fall, wo eine von ihnen in einen Punkt aus- 
artet (also g auf einer Tafel senkrecht steht). Umgekehrt können 
je zwei (getrennte oder zusammenfallende Gerade g und g\ sofern 
nur keine von ihnen auf der Achse senkrecht steht, als die beiden 
Projektionen einer bestimmten Geraden g des Raumes betrachtet 
werden, welche nach dem früheren als Schnitt der durch g und g" 
gelegten projizierenden Ebenen konstruiert werden kann. 

58. Jeder der beiden Spurpunkte von^ fällt mit seiner 
gleichnamigen Projektion zusammen, während die ungleich- 
namige in der Achse liegt. Demnach findet man G^ auf g\ 
indem man auf der Achse in ihrem Schnittpunkt mit g' eine Nor- 
male errichtet; analog findet sich G^, Umgekehrt sind durch die 
Spuren G^ und G^ die Fußpunkte G^' und G^ der von ihnen auf 
die Achse gefällten Lothe und die Projektionen von g als Ver- 
bindungslinien g' = G^G^ und g' = G^G^' bestimmt. Die von den 
Spuren begrenzte Strecke G^G^ der Geraden g kann in jedem der von 
den Tafeln gebildeten Raumquadranten liegen. Diese vier Lagen der 
Geraden sind in den Figuren 40 a, b, c, d dargestellt. Ist in einer 
der Tafeln die Projektion von g der Achse parallel, so hegt in der 
anderen der Spurpunkt unendlich fern, folglich g selbst letzterer 
parallel. Mit g und g" wird g der Achse parallel. Die Darstellung 
solcher Spezialfälle durch Figuren ist dem Leser überlassen. 

Liegen g und g" symmetrisch zur Achse, so ist dies auch fiir 
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die beiden Projektionen jedes Punktes der Geraden ^ der Fall und 
letztere fällt daher in die erste Halbierungsebene Hj. Fallen ^' 
und y, mithin Grund- und Aufriß jedes Punktes von ff aufeinander, 
so gehört ff der zweiten Halbierungsebene Hg an. 
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Fig. 40. 



54. Eine senkrecht zur Achse gezogene Gerade tritt nur als 
Projektion einer rechtwinklig zu x gerichteten Geraden ff auf und 
enthält daher gleichzeitig beide Projektionen ff' und ff" , Durch die 
Annahme, daß ff' und ff" in eine gegebene Vertikale fallen, wird 
aber lediglich die ff enthaltende Normalebene zur Achse fixiert; es 
bleibt also noch die Lage von ff in dieser Ebene zu bestimmen. 
Hierzu dient die zu ff parallele Seitenprojektion y, deren Ver- 
zeichnung gemäß der früher für die ümlegung der Seitenrißebene TT3 
in die Zeichnungsebene gegebenen Vorschrift erfolgt. Die Spur- 
punkte G^ und G^ findet man auf ff' = ff", wenn man in den Schnitt- 
punkten von ff'" mit den Nebenachsen y und z Normalen zu diesen 
errichtet (Fig. 41). — Bei direkter Angabe von G^ und G^ wird 
der Seitenriß ff'" im allgemeinen entbehrlich; nur wenn G^ und G^ 
in einen Punkt der Achse zusammenfallen, also ff diese selbst 
schneidet, ist ff'" unumgänglich. — Wenn im besonderen einer der 
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Spurpunkte G^ und G^ unendlich fem liegt, stellt der andere die 
mit ihm gleichnamige Projektion dar und ^ ist als die in ihm zur 

z betreflfenden Tafel errichtete Senk- 

rechte bestimmt; die beiden anderen 
Projektionen liegen in diesem Falle, 
wie ff selbst, zu einer Nebenachse 
parallel. — Mit Hilfe des Seiten- 
risses y wird die Aufgabe gelöst, 
von einer als Verbindungslinie 
zweier Punkte P und Q gegebenen 
Geraden ^ die Spuren zu kon- 
struieren, wenn die Projektionen 
P\ P'% Q!, Q!' in einer Senkrechten 
zur Achse x liegen. Man findet 
zuerst P'" und Q'", sodann den 
Seitenriß g" = P'" Q'" und aus 
diesem G^ und G^, 

55. Die Ebene. Die Spu- 
ren <?j und <?2 einer Ebene E 
sind zwei Gerade, welche mit 
der Achse einen und densel- 
ben Punkt Er^ gemein haben. 
Ist E der Achse parallel, so sind es auch e^ und e„. TJm- 
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gekehrt dürfen je zwei sich auf der Achse schneidende oder zu ihr 
parallele Geraden e^ und e^ als Spuren einer Ebene angenommen 

werden. Schneiden sich die 
Spuren in einem erreichbaren 
Punkte der Achse (Fig. 42), so 
bilden sie in der Ebene E selbst 
vier Winkelfelder, deren Punkte 
je einem Quadranten des Raumes 
angehören. Ist e^ zur Achse 
senkrecht, so ist E zu TTg nor- 
mal, ist dagegen e^ rechtwinklig 
Fig. 42. zur Achse, so steht E auf ITi senk- 

recht; findet beides gleichzeitig 
statt, so ist E normal zur Achse. In diesen drei Fällen stehen in E 
selbst die Spuren aufeinander rechtwinklig. Sind anderseits beide 
Spuren zur Achse parallel, so gilt dies auch von E und umgekehrt. 
E zerfällt dann durch e^ und e^ in drei, in je einem Raumquadranten 
verlaufende, Parallelstreifen; der vierte Quadrant enthält keinen 
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Punkt von E. Die Figuren 43, a, b, c, d entsprechen den hierbei 
möglichen Fällen. Um die Lage von E deutlicher erkennbar zu 
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Fig. 43. 



machen, ist jedesmal ausser e^ und e^ in der umgelegten Seitenriß- 
ebene die dritte Spur e^ mitgezeichnet. — Fallen die beiden ersten 
Spuren e^ und e^ in die Achse zu- 
sammen, so ist die Angabe der 
dritten Spur e^ (welche den Ursprung 
enthält) zur Bestimmung von E er- 
forderlich. Da «3 in diesem Falle 
nicht nur die dritte Spur, sondern 
zugleich die dritte Projektion von E 
darstellt, so kann dieselbe mit Hilfe 
der dritten Projektion eines beliebig 
auf E gegebenen Punktes P als 
Verbindungslinie e^ = 0¥" kon- 
struiert werden (Fig. 44). Fig. 44. 
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Punkte, Gerade und Ebenen in vereinigter Lage. Verbindungs- 

und Schnittelemente. Parallelismus. 

56. Aus der Entwickelung der Darstellungsmethode für die 
einfachen Grundgebilde ergeben sich eine Eeihe allgemeiner Sätze. 

Die Projektionen eines Punktes P liegen auf den 
gleichnamigen Projektionen jeder durch ihn gehenden 
Geraden ^. 

Die Spuren einer Ebene E enthalten die gleichnamigen 
Spuren jeder auf ihr liegenden Geraden ^. 

57. Schneiden sich zwei Gerade ^ und h, so sind die 
Projektionen P' und P" des Schnittpunktes P die Schnitt- 
punkte g X Ä' und y' x Ä" der gleichnamigen Projektionen 





Fig. 45. 



Fig. 46. 



der Geraden und folglich ist deren Verbindungslinie zur 
Achse senkrecht. (Fig. 45 und 47.) — Sind zwei Gerade 
parallel (haben sie einen unendlich fernen Schnittpunkt), 
so sind ihre gleichnamigen projizierenden Ebenen und 
folglich ihre gleichnamigen Projektionen parallel. (Fig. 46.) 
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Fig. 47. 



Im besonderen können sich zwei gleichnamige Projektionen 
auf Punkte reduzieren. 

Liegen zwei Gerade ^ und h in einer Ebene E, so sind 
deren Spuren e^ und e^ die 
Verbindungslinien Gi^i und 
G^H^ der gleichnamigen Spur- 
punkte der Geraden und folg- 
lich schneiden diese sich in 
einem Punkte JE^ der Achse 
(Fig. 45 und 46) oder sind ihr 
beide parallel (Fig. 47). 

Aus der Umkehrung der letz- 
ten Sätze folgt: 

58. Liegen die Schnitt- 
punkte der gleichnamigen Pro- 
jektionen zweier Geraden in 
einer Senkrechten zur Achse, 
so schneiden sich die Geraden; sind die gleichnamigen 
Projektionen parallel, so sind es auch die Geraden selbst. 
Zwei Gerade, deren Projektionen keine dieser beiden 
Voraussetzungen erfüllen, sind windschief (haben keinen 
Punkt gemein). 

Schneiden sich die Verbindungslinien der gleich- 
namigen Spurpunkte zweier Geraden in einem Punkte der 
Achse oder sind sie beide zur Achse parallel, so liegen 
die Geraden in einer Ebene. Zwei Gerade, deren Spur- 
punkte keiner dieser beiden Bedingungen genügen, sind 
windschief (haben keine Verbindungsebene). 

Die beiden letzten Kriterien sind einander äquivalent, insofern 
je zwei sich schneidende oder parallele Geraden eine Ebene be- 
stimmen, resp. je zwei in einer Ebene liegende Geraden einen er- 
reichbaren oder unendlich fernen Punkt gemein haben. 

59. Es giebt einige besondere Lagen der beiden betrachteten 
Geraden gegen das Tafelsystem, bei denen die Voraussetzungen 
des einen oder anderen der Sätze in 58. für die ersten und 
zweiten Projektionen oder Spurpunkte an sich erfüllt sind, ohne 
daß daraus die Existenz eines Schnittpunktes und einer Verbindungs- 
ebene geschlossen, bezw. diese selbst nach einem der vorhergehen- 
den Sätze direkt bestimmt werden könnten. Hierzu kommt, daß 
gegebenen Falles die Schnitt- und Spurpunkte zum Teil außerhalb 
der Zeichnungsfläche liegen können, so daß möglicherweise keines 
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der beiden Kriterien in 58. direkt anwendbar ist. In allen diesen 
Fällen bedarf es geeigneter Hilfskonstruktionen. 

60. Liegt eine 
der Geraden, etwa g, 
in einer Normalebene 
N zur Achse, so wird 
sie von der anderen 
h getroffen, wenn der 
Schnittpunkt S =^ h 
X N auf ^, also /?'" 
auf^'" liegt (Fig. 48); 
andernfalls sind g 
und h windschief. — 
Liegen beide Geraden 
in derselben Normal- 
ebene zur Achse, so 
schneiden sie sich 
oder sind parallel, je 
nachdem dies bei den 
dritten Projektionen 
/" und Ä'" der Fall 
ist. — Schneidet g 
die Achse in G, so 
verbinde man einen 
beliebigen Punkt P 
auf g. mit einem 
Punkte Q auf k durch 
eine Gerade i und be- 
stimme deren Spur- 
punkte sowie die 
Spurlinien der Ver- 
bindungsebene E = hi; 
fallt der Achsen- 
schnittpunkt jEa: der 
letzteren mit G zu- 
sammen, so bildet sie 
zugleich die Verbin- 
dungsebene von y und 
h (Fig. 49); andern- 
falls giebt es keine solche. — Eine die beiden gegebenen Geraden 
schneidende Hilfsgerade i wird auch in dem Falle benutzt, wenn g 




Fig. 49. 
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und h beide die Achse (in getrennten Punkten) schneiden; damit 
dieselben eine Verbindungsebene E haben, muß hier auch i die Achse 
treffen; die Seitenspur e^ ist dann durch die zusammenfallenden 
Seitenrisse g'' und A'" gegeben. 

61. Parallele Ebenen haben in jeder Tafel parallele 
Spurlinien. Umgekehrt folgt aus dem Parallelismus der 
gleichnamigen Spuren zweier Ebenen, daß diese selbst 
parallel sind. Hierbei genügt es im allgemeinen die ersten und 
zweiten Spuren zu betrachten; nur wenn diese sämtlich parallel 
zur Achse liegen, sind noch die Spuren in irgend einer Hilfsebene, 
z. B. der Seitenrißebene, als unter sich parallel festzustellen. 

63. Die in einer Ebene E parallel zur ersten oder 
zweiten Tafel, folglich auch parallel zu den gleichnamigen 
Spuren gezogenen Geraden heißen erste oder zweite Haupt- 
linien (oder Streichlinien) von E. Die eine Projektion einer 
Hauptlinie ist parallel zur gleichnamigen Spur, die andere 
zur Achse. Die Hauptlinien vertreten oft die Spuren; letztere 
sind Hauptlinien von spezieller Lage. 

68. Wie zu einer Projektion eines auf gegebener Geraden ^ 
gelegenen Punktes die andere 
Projektion, oder zu einer 
Spur einer durch ^ gehenden 
Ebene E die andere Spur 
gefunden wird, ist aus dem 
Vorhergehenden unmittelbar 
zu entnehmen. Die Auf- 
gaben: Aus einer Projek- 
tion eines Punktes P 
und den Spuren einer 
ihn enthaltenden Ebene 
E die andere Projektion, 
sowie aus einer Spur von 
E und beiden Projek- 
tionen des auf ihr liegenden Punktes P die andere Spur zu 
bestimmen, werden auf folgende Art gelöst. Im ersten Falle sei 
etwa P' gegeben. Man ziehe (Fig. 50) durch P' eine Gerade k' 
parallel zu e^ als Grundriß einer ersten Hauptlinie von E, bestimme 
//g' = h' X X und lege durch H^ auf e^ die Parallele ä" zur Achse; 
auf Ä" wird P" gefunden. — Im anderen Falle sei neben P' und 
P" die Spur e^ gegeben. Man lege auch hier eine erste Haupt- 
linie h durch P, ziehe also, wie vorher h' durch P', ä" durch P" 




Fig. 50. 
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und markiere den Spurpunkt H^; die gesuchte Spur ergiebt sich 
als Verbindungslinie e^ = H^E^, — Statt der Hauptlinie h kann 
man auch eine beliebige in E durch P gezogenene Gerade benutzen. — 
Auf Grund der angeführten Sätze können eine Reihe von 
Fundamentalaufgaben gelöst werden, welche sich darauf beziehen, 
Punkte, Gerade und Ebenen durch ihre Projektionen resp. Spuren 
darzustellen, wenn dieselben ursprünglich auf andere Weise de- 
liniert sind. 

64. Die Verbindungslinie g zweier Punkte P und Q. 
Sind P und Q endliche Punkte, so hat man nur g = P' Q' und 
g" =z P" Q" zu ziehen. — Liegt einer der Punkte, etwa Q, unend- 
lich fern, d. h. bildet er die Richtung einer gegebenen Geraden g, 
so lautet die Aufgabe: die Parallele p zu einer Geraden q durch 
einen Punkt P darzustellen. Man legt g' parallel zu q durch P\ 
p" parallel zu q" durch P". 

65. Die Verbindungsebene E zweier sich schneidender 
oder paralleler Geraden g und h. Aus den Projektionen von j^ 
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Fig. 51. 



Fig. 52. 



und h findet man zuerst deren Spurpunkte (\j G^^ 11^^ H^^ hierauf 
die Spuren der Verbindungsebene E = gh als e^ = G^ H^ und 
e^ = G^ H^ (Fig. 45, 46 u. 47). — Liegen die Spurpunkte teilweise 
oder sämtlich außerhalb der Zeichnungsfläche, so benutzt man zwei 
Hilfsgerade i und k (Fig. 51), welche g und h gleichzeitig schneiden, 
bestimmt deren Spurpunkte -7^, J^, K^j K^ und erhält hierauf die 
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Fig. 53. 



Spuren der Verbindungsebene E = ^ä = ik als e^=J^K^, e^^J^K^. 
Eventuell genügt schon eine Hilfsgerade L — Ähnlich kann man 
verfahren, wenn sich die gegebenen Geraden g und h auf der Achse 
in jEb schneiden. Man zieht eine beide schneidende beliebige Hilfs- 
gerade i in beiden Projektionen und verbindet deren Spurpunkte J^ 
und J^ mit Er^ (Fig. 52). Diese Verbindungslinien sind die Spuren 
e^ und e^ der Verbindungs- 
ebene E = gh. Auf dieselbe 
Weise kommt man zum 
Ziele, wenn E^. unendlich 
fem liegt, also g und U 
beide zur Achse parallel 
liegen. 

66. Wird die Ver- 
bindungsebene E eines 
Punktes P und einer Ge- 
raden k gesucht, so wähle 

man auf k einen Hilfspunkt Q nach Willkür, ziehe die Gerade 

i = PQ in beiden Projektionen und bestimme wie oben E = iL — 

Ist k eine unendlich 

ferne Gerade, d. h. die 

Stellung einer Ebene 

K, so ist zu letzterer 

die Parallelebene E 

durch einen Punkt P 

zu legen. Eine durch 

P parallel einer Spur 

von K gezogene Gerade, 

etwa die Parallele l zu 

Äj, ist offenbar eine 

Hauptlinie in E. Man 

hat also (Fig. 53) t par- 
allel zu k^ durch P', r 

parallel zur Achse durch 

P" zu ziehen und findet 

hieraus den Spurpunkt 

Zgj welcher auf e^ liegt. 

Da e^ und e^ sich auf x 




Fig. 54. 



schneiden und resp. zu k^ und k^ parallel laufen müssen, so sind sie 
nach Angabe von Z^ unmittelbar zu zeichnen. — 

67. Ist die Verbindungsebene E dreier Punkte A, JB, C 



48 



Punkt, Gerade, Ebene in Orthogonalprojektion. 



durch die Projektionen derselben Ä', B^ C, Ä'\ E\ C gegeben 
(Fig. 54), so sind zugleich die Projektionen der drei auf E liegenden | 
Geraden a = BC^ h = CA^ c = AB und aus ihnen die Spurlinien fj 
und e^ angebbar, welche resp. die gleichnamigen Spurpunkte A^-. 
B^j C^ und ^2, -ffg, C^ enthalten müssen. 

68. Die Schnittlinie g zweier Ebenen A und B. Man 
findet die Spuren von g als Schnittpunkte der gleichnamigen Spur- 







*/ 



-ff- 



-a. 






--hr- — Ä* 



# 



linien der gegebenen Ebenen (Fig. 55 ö). 

nämlich (?j = a^ x *i, 6^2 = «2 X *2' 
weiter durch Lote auf die Achse G\ 
und 6^2? schließlich die Projektionen 



^ 



■^^ — 






•X 



— j ^ a, 



^ 



der Schnittlinie ^ als / = ^1^3? 
g" = G^' G2 . — Sind zwei gleichnamige 
Spuren der Ebenen parallel, so ist zu 
ihnen auch die Schnittlinie g parallel 
Man hat daher, wenn z. B. die ersten 
Spuren a^ und b^ unter sich parallel 
laufen (Fig. 55^), g" parallel zur Achse 
durch G^ = a^ X b^ und g parallel zu 
«1 durch G2 zu ziehen. — Sind beide 
Ebenen, also auch ihre Spuren, sowie 
die Schnittlinie g zur Achse parallel, so schneide man sie mit einer 
beliebigen Hilfsebene E, welche senkrecht zu TTi angenommen werden 
mag. Von den Schnitthnien ä = A X E und 2 = B X E fallen die 
ersten Projektionen mit e^ zusammen, aus den zweiten Projektionen 
ergiebt sich der Aufriß ihres Schnittpunktes S = k x i, und aus ihm 
der Grundriß auf e^; endlich erhält man g und g' als die durch 
S" resp. S" gezogenen Parallelen zur Achse (Fig. 55 c). — 



Fig. 55. 
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69. Liegen die Spurpunkte G^ = a^ x b^ und G^ = a^ x b^ der 
Schnittlinie ^ = A.xB außerhalb der Zeichnungsfläche (Fig. 56), 
so lege man eine Hilfs- 



ebene r parallel zu einer 
der gegebenen, etwa zu 
B, so daß ihre Spuren c^ 
und Cg die von A in er- 
reichbaren Punkten H^ 
und H^ schneiden und 
zeichne die zu g parallele 
Schnittlinie ä = A X f. in 
Grund- und Aufriß. Hier- 
auf sind nur noch die 
Punkte G^ und G^' auf 
der Achse zu bestimmen, 
durch welche g und g" 
resp. zu K und h" parallel 
zu ziehen sind. Hierzu 
dient aber die Bemerkung, 

und Ä, £, G„ G^\ G,, G^ 
entsprechende Punkte 
zweier ähnlicher und 
ähnhchgelegener. Figuren 
sind, folglich A deren 
Ahnlichkeitscentrum ist. Zieht man 
daher durch A einen beliebigen 
Strahl r, welcher etwa b^ und c^ 
in B und C schneidet, . so sind 
B G{ und B G^ resp. zu C R( 
und C H^ parallel und demgemäß 
G^' und G^' bestimmbar. 

70. Schneiden sich die ge- 
gebenen Ebenen A und B in einem 
Punkte A der Achse (Fig. 57), so 
benutzt man am einfachsten eine 
senkrecht zu einer Tafel, etwa TTi, 
gestellte Hilfsebene f. Zuerst be- 
stimmt man deren Schnittlinien h 
und i mit A und B, von denen die 
ersten Projektionen in Cj liegen, 

BoHif n. Papperitz. I. 




Fig. 56. 
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sodann findet man die zweite Projektion S' des der gesuchten Schnitt- 
geraden ^ = A X B angehörigen Punktes 8 = h x i und damit auch 
seine erste Projektion S\ Endlich hat man ^' und y als die Ver- 
bindungslinien AS' und AS'' zu ziehen. 

Aus dem folgenden (73) ergiebt sich eine einfache Konstruk- 
tion der Schnittlinie ^ der Ebenen A und B, wenn diese je durch 

ein Dreieck oder — was we- 
sentlich auf dasselbe hinaus- 
kommt — durch je zwei Gre- 
rade gegeben sind. — 

71. Der Schnittpunkt 
Peiner Ebene E und einer 
Geraden k. Um P= E X ä 
zu bestimmen, lege man durch 
k eine Hilfsebene K, etwa senk- 
recht zu TT, deren erste Spur 
mit k' zusammenfällt, während 
die zweite Spur normal .zur 
dem vorigen die Schnittlinie 




Fig. 58. 



Achse steht, und bestimme nach 

2 = E X K; dann ist P" = T x k" und P" liegt senkrecht darunter 

auf { = h! (Fig. 58). — 

73. Ist die Ebene E durch drei Punkte A, B, C (mit den 

Verbindungslinien a = PC, b = CA, 
c = AB) gegeben, so kann auf die 
folgende Art ihr Schnittpunkt P mit 
der gegebenen Geraden k gefunden 
werden, ohne daß vorher die Spuren 
e^ und ^2 bestimmt zu werden 
brauchten. Man betrachte K (Fig. 59) 
zugleich als erste Projektion i einer 
in E gelegenen Geraden z; letztere 
schneidet k (weil beide in derselben 
Normalebene zu ITi liegen) und zwar 
in dem gesuchten Punkte P. Zur 
Bestimmung von i" geht man von 
Q' = a X i und E ^h X % aus und 
findet Qf' auf a", B' auf 3", sowie 
i' = Ql'R'\ schließlich erhält man 
P" als Schnittpunkt i" X ä" und senkrecht darunter P' auf K. — Die 
Konstruktion ändert sich nicht, wenn statt der hier benutzten beiden 
Dreieckseiten zwei parallele Gerade zur Bestimmung von E dienen. 
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78. Auf Grund des soeben erklärten Verfahrens wird auch die 
Schnittlinie g der Ebenen zweier gegebener Dreiecke ABC 
undi^^/^gefunden. Man be- 



stimmt nämlich zwei Punkte 
P und Q derselben als 
Schnittpunkte der ersten 
Ebene mit den der zweiten 
angehörigen Geraden d = EF 
und e = I)F und danach g 
als deren Verbindungslinie 
(Fig. 60). Zur Darstel- 
lung des Schnittpunktes 
dreier Ebenen, P = A 
X B X r , konstruiere man 
zuerst die Schnittlinien ^= A 
X B und Ä = B X r zweier 
Ebenenpaare und aus diesen 
den gemeinsamen Punkt 
P = ^ X Ä nach einer der 
schon angeführten Methoden. 
74. Für äie Schnitt- 
punkte 8 und T einer 
Geraden g mit den bei- 
den Halbierungs ebenen 
Hl und Ha mag beiläufig eine 
einfache Konstruktion an- 
geführt werden, welche sich 
aus den besonderen Eigen- 
schaften der letzteren ergiebt 
(vergl. 51). Der Grundriß 
S und Aufriß S' liegen auf 
g bezw. g" symmetrisch zur 
Achse (Fig. 61); hieraus 
folgt, daß sie der durch 
M= G^G^ X X gezogenen 
Normalen zur Achse ange- 
hören, was zu ihrer Kon- 
struktion dient. In der 
That hat man: S^'M: G^G^, 




Fig. 60. 




Fig. 61. 



= G^'M:G^'G^=G^SxG^G^=^MS'.G^G^, i,h.8"M=MS. Diebeiden 
Projektionen T und T" von fliegen im Schnittpunkte gXg" vereinigt. 
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75. Die Parallelebene E zu einer Geraden ff durch 
eine Gerade h. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt P aufA 

eine Parallele i zu ff, 
der Einfachheit halber 
etwa indem man ff' x h' 
als erste Projektion 
von P betrachtet; es 
fällt dann { mit ff' zu- 
sammen und t' ist 
parallel zu /' durch 
P" zu ziehen. Die 
Spuren der gesuchten 
Ebene E sind als Ver- 
bindungslinien der 
gleichnamigen Spur- 
punkte der Geraden h 
und i bestimmt, die sie ihrer Definition zufolge beide enthalten 
muß; man hat also e^ = H^J^ und e^ = H^J^ zu ziehen (Fig. 62). 

76. Die Parallelebene E zu zwei Geraden ff und h 
durch einen Punkt P. Man lege durch den Grundriß P, zwei 




Fig. 62. 




Fig. 63. 

Parallelen i' und k' zu ff' resp. h' und ebenso durch den Aufriß P' 
zwei Parallelen i" und k" zu ff" resp. h", so laufen die hierdurch 
definierten Geraden i und k durch P resp. zu ff und h parallel und 
bestimmen zusammen die gesuchte Ebene E. Man findet ihre Spuren 
aus denen der Geraden als e^ = J^K^ und e^ = J^K^ (Fig. 63). 
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77. Die gemeinsame Sekante s zweier Geraden g und h 
durch einen Punkt P. Um die Gerade* zu finden, yerbinde man 
die gegebene g mit dem Punkte P durch eine Ebene E, schneide 
diese mit h in R und ziehe die 
in ihr liegende, also auch ^ in Q 
schneidende Verbindungslinie PR\ 
letztere ist die gesuchte Gerade s. 
Bei der Ausfuhrung der Konstruk- 
tion (Fig. 64) zeichne man zuerst 
in beiden Projektionen eine Pa- 
rallele i zu g durch P und be- 
trachte E als durch die parallelen 
Geraden g und i gegeben, so daß 
der Schnittpunkt i2 = E X ä nach 
72 konstruiert werden kann. — 
Ist P ein unendlich ferner Punkt, 
d. h. die Richtung der gemein- 
samen Sekante s von g und h ge- 
geben, so ziehe man in dieser 
Richtung durch irgend einen 
Punkt Ton g eine Gerade i und 
schneide die Ebene E=gi wiederum mit k in B. Die durch E ge- 
zogene Parallele zu i ist die fragliche gemeinsame Sekante. 

78. Auf Grund der Torangehenden Entwickelungen kann leicht 
entschieden werden, ob drei Punkte in einer Geraden oder 
vier Punkte in einer Ebene liegen, ob drei Ebenen durch 
eine Gerade oder vier Ebenen durch einen Punkt gehen, ob 
eine Gerade zu einer Ebene parallel liegt und dergleichen mehr. 




Fig. 64. 



Gerade und Ebenen in rechtwinkliger Stellung. Abstände und 
Winkel. Das Verfahren der Umlegung in eine Tafel und der 

Drehung um die Parallele zu einer Tafel. 

79. Die Grundlage unserer nächsten Entwickelungen bildet 
folgender Satz. 

Ist ein Schenkel eines rechten Winkels zu einer Tafel 
parallel, so ist auch seine senkrechte Projektion auf die- 
selbe ein rechter Winkel. Sind nämlich g und A die Schenkel, 
wobei g parallel zu TTi und l das Lot aus dem Scheitel auf TTi, so 
ist g±.l] da zugleich gA_h, so ist auch g±kL Hieraus folgt, daß 
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die projizierenden Ebenen gl und hl der Schenkel und mithin die 
von ihnen auf TTi ausgeschnittenen Projektionen g' und A' aufeinander 
senkrecht stehen. — Offenbar kann der Satz in der allgemeineren 
Form ausgesprochen werden: Zwei normal zu einander gerich- 
tete (windschiefe oder sich treffende) Gerade y und ä haben 
zueinander rechtwinklige Projektionen, wenn eine der- 
selben zu der betreffenden Projektionsebene parallel ist. 

80. Hieraus folgt weiter: Steht eine Gerade ff auf einer 
Ebene E senkrecht, so sind ihre Projektionen zu den 
gleichnamigen Spuren der Ebene rechtwinklig. Es ist näm- 
lich ff, wie zu allen Geraden der Ebene E, so insbesondere zu ihren 
Spuren e^ und e^ normal, also nach dem vorigen Satze ff" A_ e^. 

9" J- «2- 

81. Die in einer Ebene E rechtwinklig zu den ersten 

(zweiten) Hauptlinien gezogenen Geraden werden als erste 
(zweite) Falllinien bezeichnet, insofern sie unter allen Geraden 
voii E die größte Neigung (oder den stärksten Fall) gegen die be- 
zügliche Tafel haben. Die eine Projektion einer Falllinie 
steht zur gleichnamigen Ebenenspur rechtwinklig. Dies 
folgt unmittelbar aus dem Satze 79. 

Dies vorausgeschickt, können wir zur Besprechung der in der 

Überschrift bezeichneten Fundamental- 
/ aufgaben und der zu ihrer Lösung 

\ ^ / ' erforderlichen besonderen Methoden 

\^^ / übergehen. 

N/ 83. Das aus einem Punkte P 

/^"^v ä.uf eine Ebene E gefällte Lot / 

^\^ wird nach 80 gefunden, indem man seine 

— ^-A^-; — \ ^3 * Projektionen l und V resp. durch F 

A y und P" und rechtwinklig zu e^ und e, 

\ : y^ zieht. Sein Fußpunkt Q ergiebt sich 

yK als Schnittpunkt / X E nach dem früher 

y^ \\ (71) entwickelten Verfahren (Fig. 65). 

y ^ Ein anderer Weg zur Darstellung, auf 

Fig. 65. welchem zugleich die Länge des XiOtes 

oder der Abstand (P H E) erhalten 
wird, wird sich in der Folge darbieten (88). 

83. Die Normalebene N zu einer Geraden ff durch 
einen Punkt P. Die Spurlinien n^ und n^ der gesuchten Ebene 
müssen rechtwinklig zu ff' undy liegen; es genügt daher auf einer 
derselben einen Punkt bestimmt zu haben, um beide zeichnen zu 
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können. Als einen solchen Punkt zeichnet man etwa den zweiten 
Spurpunkt ff^ der in N und durch P gezogenen ersten Haupt- 
linie h (Fig. 66). 





84. Die wahre Länge einer durch ihre Projektionen 
gegebenen Strecke. Eine Strecke AB bildet mit ihrer ersten 
Projektion A'B" und den projizierenden Geraden ihrer Endpunkte 
ein ebenes, bei Ä' und j5' rechtwinkliges Viereck ÄABB, Dieses 
Trapez kann in der Grundrißebene verzeichnet werden, indem man 
(Fig. 67) in den Endpunkten der Strecke Ä^ die Normalen A!Aq. 
und BBq errichtet und resp. gleich den ersten Tafelabständen der 
Punkte A und B, also gleich Ä'A^ resp. B'Br^ macht. Die vierte 
Seite AqBq giebt die wahre Länge der Strecke AB an. — Das Trapez 
ÄAqBqB' stellt eine der beiden Lagen dar, welche das Trapez ÄABB 
annehmen kann, wenn es durch Drehung um die Grundlinie AB' 
in die erste Tafel umgelegt wird. Das geschilderte Verfahren be- 
zeichnet man daher als Umlegung der Strecke in eine Tafel 
um die bezügliche Projektion. 

85. Wird von einem Endpunkte A der vorgelegten Strecke ein 
Lot AC auf die erste Projizierende des Endpunktes B gefällt, so 
entsteht das rechtwinklige Dreieck ABC, dessen Hypotenuse die zu 
bestimmende Strecke ist. Die eine Kathete ^Cist durch den Grund- 
riß ÄC (C' ist mit F identisch; s. Fig. 67), die andere BC durch 
die Differenz der ersten Tafelabstände der Endpunkte, also im 
Aufriß durch die vertikale Strecke BX" gegeben. Trägt man daher 
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am Grundriß A'C die Strecke C£^' = C"^' unter rechtem Winkel 
an, so giebt Ä'JB^' die Streckenlänge an. Das Dreieck ÄB^C 
bildet den Grundriß des durch Drehung um ÄC in horizontale Lage 
gebrachten Dreiecks ABC, Unser Verfahren ist also gleichbedeutend 
mit der Paralleldrehung der Strecke zu einer Tafel um die 
durch einen Endpunkt gezogene Parallele zur bezüglichen 
Projektion. 

86. Endlich kann auch folgende Methode angewandt werden. 
Man trage (Fig. 68) an die Strecke B'C im Aufriß als andere Ka- 
thete des rechtwinkligen Dreiecks ABC 

.ß die Strecke C'A^'^BÄ horizontal 

an und ziehe die Hypotenuse A^'B^\ 
welche die gesuchte Strecke darstellt. 
A^'B^' kann als zweite Projektion der 
! ! ^ ^ Strecke AB in einer zur zweiten Tafel 

^ .^' parallelen Lage angesehen werden, 

y/ welche sie durch Drehung um die Pro- 

\ y/ jizierende des Endpunktes B erhält. 

'\ ; y/ Bei einer solchen Drehung beschreibt 

Je der Punkt A einen Kreisbogen AA^ 

Fig. 68. in horizontaler Ebene, sein Grundriß 

Ä also einen kongruenten Kreisbogen 
ÄA^ um E ^ dessen Endradius B A^^ zur Achse parallel liegt; der 
Aufriß Ä' dagegen bewegt sich geradlinig auf der Strecke Ä'A^\ 
deren Endpunkt A^' sich senkrecht über A^ findet. Dieses dritte 
Verfahren besteht in der Paralleldrehung der Strecke zu einer 
Tafel um das aus einem Endpunkt auf die andere Tafel 
gefällte Lot. — Bei jedem der drei Verfahren zur Strecken- 
bestimmung hat man die Wahl, ob man vom Grundriß oder Aufriß, 
vom einen oder anderen Endpunkt ausgehen, sowie auch ob man 
die Drehung im einen oder anderen Sinne vornehmen will. 

87. Die Teilung einer durch ihre Projektionen ge- 
gebenen Strecke AB nach gegebenem Verhältnis erfolgt auf 
Grund des Satzes, daß sich parallele Strecken, also insbesondere die 
Teilstrecken einer Geraden, wie ihre Projektionen verhalten (vergl. 6^). 
Man teilt demnach die Projektionen ÄE und Ä'B' nach dem vor- 
geschriebenen Verhältnis. Handelt es sich darum, die Teile in 
wahrer Größe zu finden, so muß eine der in 84 — 86 gegebenen 
Methoden angewandt werden. 

88. Der senkrechte Abstand eines Punktes P von einer 
Ebene E kann nach 82 in Verbindung mit 84 bestimmt werden. 
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Ebenso einfach (und wenn nur nach der Größe des Abstandes ge- 
fragt wird, kürzer) ist folgender Weg. Durch das von P auf E zu 
fällende Lot / denke man 
sich eine Normalebene N zu 
der Spur e^ gelegt, ziehe 
also (Fig. 69) n^ senkrecht 
zu ^2 durch P" und n^ senk- 
recht zur Achse; n^ fallt 
dann mit r zusammen. N 
schneidet E in einer Fall- 
linie / mit den Spurpunkten 
I\ und F^. Man lege die- 
selbe nebst dem Punkte P 
um n^ in TTg um. Dies ge- 
schieht, indem man normal 
zu «2 die Strecke iV/;ö=iVi^i 
und die Strecke F'F'^FP^ 
anträgt; die Verbindungs- 
linie i^i^jPg ist die umgelegte 
Falllinie /^ Zu ihr ist dann 
aus F die Normale P^Q^ 




Pig. 69. 



= P zu ziehen, welche den gesuchten Abstand in der Umlegung 
darstellt. Aus der Umlegung Q^ des Fußpunktes Q findet man 
rückwärts Q" auf I' durch eine zu n^ normale Gerade Q^Q" und 
hieraus Q' auf der Normalen /' zu 
e^ durch P\ 

89. Die Neigungswinkel y^ 
und ^2 einer Geraden g gegen 
die Tafeln. Unter dem Neigungs- 
winkel einer Geraden gegen eine 
Ebene versteht man den spitzen 
Winkel, welchen sie mit ihrer senk- 
rechten Projektion auf die Ebene 
einschließt. Man erhält den Winkel 
7j = L-G^G^G^ durch Umlegung in 
die zweite Tafel um die zweite Spur 
(r^G^ ' der Winkelebene. Hierbei 
beschreibt der Scheitel G^ in der Horizontalebene den auf der Achse 
endigenden Kreisbogen G^G^^ um G^ und folglich ist l^G^G^^G^ =y^. 
Analog findet man den Winkel y^ = L.G^G^G(' durch Umlegung in 
die erste Tafel als L.G^G^'^G^' (Fig. 70). — Unter allen Winkeln, 




Fig. 70. 
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welche eine Gerade mit den Geraden einer Ebene einschließt, ist 
ihr Neigungswinkel gegen dieselbe am kleinsten. Für jede Lage 
von ff ist daher /g — ^ ^1^2 ^2» ^* andererseits z. G^G^G^ 
= L. G^^G^G^ = 'R—y^ ist, so folgt für die Summe der beiden 
Tafelneigungen einer Geraden die Relation: y-^ + y^^^. — Durch 
die Neigungswinkel y^ und y^ ist die Richtung der Geraden g fest- 
gelegt. Die zu ff parallelen Strecken werden bei der Projektion auf 
die Tafeln resp. im Verhältnis 1 : cos y^ und 1 : cos y^ verkürzt. 

90. Die Neigungswinkel b^ und b^ einer Ebene E gegen 
die Tafeln. Unter dem Neigungswinkel einer Ebene gegen eine 
der Tafeln wird der Neigungswinkel irgend einer gleichnamigen Fall- 
linie der Ebene verstanden. Er wird bestimmt, indem man ihn 
entweder (wie in 89) in die ungleichnamige Tafel, oder um den 
einen Schenkel in die gleichnamige Tafel umlegt. Um b^ zu finden, 
ziehen wir F^F^ normal zu e^ als Grundriß einer ersten Falllinie 

mit den Spurpunkten i\ 
und F^ und zeichnen nach 
dem früheren Verfahren «j 
= ^F^F^F^ als F^F^%. 
Um €3 zu bestimmen, 
gehen wir von einer be- 
liebigen Normalen G^G^ 




Fig. 71. 



zu e^ als dem Aufriß einer 
zweiten Falllinie aus, 
zeichnen deren ersten 
Spiirpunkt G^ und legen 
das den Winkel e^ bei G^ 
enthaltende rechtwinklige 



Dreieck G^G^'G. 



2 



um 



G^'G^ in die Aufrißebene um, wodurch e^ = L^G^^G^G^" erhalten 
wird (Fig. 71). — Daß unter allen Geraden einer Ebene die Fall- 
linien gegen die zugehörige Tafel den größten Neigungswinkel haben, 
ist schon oben (81) erwähnt worden. Erwägt man, daß der Neigungs- 
winkel einer Ebene durch den gleichnamigen Neigungswinkel der 
Ebenennormale zu einem Rechten ergänzt wird, so folgt aus 89 
für die Summe der Tafelneigungen einer Ebene die Beziehung: 
fij + Cg ^ ß. — Die Neigungswinkel Cj und b^ bestinunen die 
Stellung der Ebene E. Die Fläche einer in E gelegenen Figur 
verhält sich zur Fläche ihrer Projektionen wie 1 : cos b^ resp. 1 rcosfg. 
91. Bestimmung der wahren Gestalt einer ebenen 
Figur durch Umlegung in eine der Tafeln. Eine ebene Figur 



Funkt, Gerade, Ebene in Orthogonalprojektion. 



59 



und ihre Projektion auf eine Tafel sind affin in affiner Lage und 
bleiben es auch, wenn die erstere um die bezügliche Spur ihrer 
Ebene (d. i. um die Affinitätsachse) in die Tafel umgelegt wird 
(vergl. 10). Durch Benutzung dieses Umstandes werden die zur 
Umlegung nötigen Operationen vereinfacht. Es sei beispielsweise 
ein Dreieck ABC durch die Spuren e^ und e^ seiner Ebene E und 
seinen Aufriß Ä'E'C" gegeben, woraus sich der Grundriß in be- 
kannter Weise er- "" ^ - ^ 
giebt(Fig.72). Zur 
Ermittelung seiner 
wahren Gestalt 
werde das Dreieck 
um e^ in die Auf- 
rißebene umgelegt. 
Man denke sich in 
E durch den Punkt 
A eine Falllinie f 
gezogen {fl.e^, ^ 
Diese lege man, 
um zunächst ihre 
Länge zwischen 
den. Spuren F^ und 
F^ zu finden (wie 
in 88) um f seit- 
wärts in die Auf- 
rißebene nieder als 

^=^2^lo; sodann 
lege man sie um e^ 
in TTg nieder als /^ = #2^1 ^* Hieraus ergiebt sich die Umlegung e^^ E^^ ^ 
von e^. Die ümlegung A^B^C^ des Dreiecks ABC aber kann als 
die affine Figur zu Ä'E'C" gezeichnet werden, da man, außer der 
Affinitätsachse e^, zwei einander entsprechende Punkte F^ und F^' 
kennt (vergl. 11); die Affinitätsstrahlen sind normal zu e^. — 
Andererseits kann die ümlegung jedes Punktes mittels seines Ab- 
standes von der Drehachse e^ konstruiert werden, indem man den 
Umstand benutzt, daß sich dieser Abstand zu seiner Projektion 
jedesmal wie F^^F^ zu F{'F^ verhält. 

93. Affinität zwischen Grund- und Aufriß einer ebenen 
Figur. Die beiden Projektionen einer ebenen Figur sind affin und 
befinden sich nach der Umlegung der einen Tafel in die andere in 
affiner Lage. In der That sind die Verbindungslinien entsprechender 




Fig. 72. 
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Punkte parallel, nämlich senkrecht zur Achse: sie bilden die 
Affinitätsstrahlen; andererseits fallen Grund- und Aufriß der 
Geraden, in welcher die Ebene E der betrachteten Figur von der 
hinteren Halbierungsebene Hg geschnitten wird, in eine Gerade a 
(Fig. 73) zusammen: dies ist die Af finita t ach se. Die Gerade a 
geht durch den Achsenschnittpunkt H^ von E ; einen zweiten Punkt 
auf ihr liefert der Durchschnitt D der beiden Projektionen irgend 
einer in E gezogenen Geraden (vergl. 74). — Hiemach kann die 
Affinität benutzt werden, um von einer in gegebener Ebene liegenden 
Figur aus einer Projektion die andere abzuleiten (wie dies in der 
Figur für das Dreieck ABC ausgeführt ist). 




-Ä" 



Fig. 73. 




Fig. 74. 



93. Der Winkel cc zweier durch ihre Projektionen ge- 
gebenen Geraden g und ä. Man kann annehmen, daß ^ und h 
sich in einem Punkte S schneiden (indem man nötigenfalls die eine 
Gerade durch eine Parallele ersetzt). Den Scheitel S lege man um 
die Verbindungslinie der Spurpunkte der Schenkel in eine Tafel um, 
z. B. durch Drehung um G^H^ (Fig. 74). Der niedergelegte 
Punkt Sq findet sich auf der aus S' gezogenen Normalen S'T zur 



Funkt, Gerade, Ebene in Orthogonalprojektion, 



61 



Drehachse und seine Entfernung S^T von dieser ist nach firüherem 
gleich S^Tj wo S^ den um S^T seitwärts umgelegten Scheitel be- 
deutet. Ist Sq gefunden, so hat man a = z. G^S^II^. 

Die Halbierung des Winkels a kann nur nach seiner Dar- 
stellung in wahrer Größe, also in der Umlegung vollzogen werden. 
Die umgelegte Halbierungslinie i^ ergiebt auf der Drehachse den 
ersten Spurpunkt Z^, woraus dann i' und i" folgen. 

94. Um den Winkel e zweier durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebenen A und B zu finden, zeichnen wir deren Schnitt- 
linie ff aus ihren Spurpunkten G^ = a^ x h^ und G^ = a^X b^ 
(Fig. 75). Eine Normalebene N zu g, der Einfachheit halber durch 
den Punkt G^' der 
Achse gelegt, schnei- 
det A und B in den 
Schenkeln des ge- 
suchten Winkels «. 
Ihre zweite Spur n^ 
ist senkrecht zu g' 
zu ziehen und lie- 
fert auf ög resp. b^ 
die zweiten Spur- 
punkte B und T der 
Schenkel. Um n^ mag 
der Winkel in die "Ä 
Aufrißebene umgelegt 
werden. Sein Schei- 
tel S ist der Fuß- 
punkt des von G^' 
auf y gefällten Lotes. 




Fig. 75. 



Letzteres steht auf n^ senkrecht, fällt also nach der Drehung mit 
g" zusammen. Indem wir g um g" niederlegen und normal zur er- 
haltenen Geraden g^ die Strecke G^'8^ ziehen, finden wir die Länge 
des genannten Lotes und machen G^'S^ ihr gleich. SchließUch 
ist /_ BSqT der gesuchte Winkel oder dessen Nebenwinkel. 

Um die zu A und B gehörigen Winkelhalbierungsebenen 
r und J zu bestimmen, schneide man 7i^ mit den beiden Geraden, 
welche den umgelegten Winkel s und seinen Nebenwinkel halbieren 
in den Punkten U und F. Die zweiten Spuren Cg und d^ sind 
dann die Verbindungslinien (?2 ^ ^^^ ^2 ^5 ^^^ ihren Schnittpunkten 
mit der Achse sind die ersten Spuren q und d^^ nach dem Punkte 
Gj zu ziehen. 
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Fig. 76. 



Der Winkel zweier Ebenen ist dem von ihren Normalen ein- 
geschlossenen gleich. Man kann daher bei seiner Bestimmung auch 

von diesen ausgehen und 
die in 93 gegebene Me- 
thode anwenden. Als 
Schnittpunkt der zu be- 
trachtenden Normalen 
kann jeder beliebige Punkt 
gewählt werden. 

95. Der Neigungs- 
winkel a einer Gera- 
den g gegen eine 
Ebene E ergänzt den 
Winkel zwischen g und 
der Ebenennormale zu 
einem Rechten. Um seine 
wahre Größe zu er- 
mitteln, ziehe man daher 
durch irgend einen auf ^ 
angenommenen Punkt S 
(Fig. 76) die Normale w zu E und bestimme den Winkel ß = /_gn 
nach dem in 93 angegebenen Verfahren, etwa durch ümlegung um 

die Verbindungslinie G^N^ der 
zweiten Spurpunkte seiner 
Schenkel in die zweite Tafel. 
Mit ß ist auch cc = R — ß 
bekannt. — 

96. Die Bestimmung 
der wahren Gestalt eines 
in beiden Projektionen 
gegebenen Dreiecks ABC 
durch Paralleldrehung 
seiner Ebene zu einer 
Tafel. Man schneide die 
Dreiecksebene mit einer zur 
AuMßtafel parallelen Hilfs- 
ebene TT in der Achse a 
( = DU) und kann dann die 
Fig. 77. Paralleldrehung zu TTg als 

Umlegung in TT um a auffassen. Der Aufriß des gedrehten Drei- 
ecks Ä^B^C^ wird die wahre Gestalt desselben zeigen, der Grundriß 
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in die Gerade a fallen. Der Eckpunkt Ä beschreibt einen Kreis- 
bogen, dessen Ebene auf a normal steht und dessen Aufriß folglich 
in die zu a" senkrechte Linie Ä'G' fällt. Der Radius dieses 
Bogens ist die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den 
Katheten AF =^{Ä-\T[) und FG = [F-\d)\ erstere erscheint mit 
ihrer wahren Länge im Grundriß ÄF, letztere im Aufriß F"G'\ 
die eine als Lot zu a', die andere als Lot zu d' {JF" fällt mit Ä' 
zusammen). Dieses rechtwinklige Dreieck AFG sowie die Bahn- 
linie AA^ des Punktes A zeichnen wir um FG in die Hilfsebene 
umgelegt im Aufriß und erhalten in A^' den Aufriß des gedrehten 
Punktes A, Die weitere Konstruktion erfolgt mit Benutzung der 
Affinität. Offenbar sind nämlich A Ä'B'C" und das zu zeichnende 
A A^'B^s^'C^' affine und affingelegene Figuren; a" ist die Affinitäts- 
acbse und die entsprechenden Punkte Ä' und A^' liefern die (hier 
zur Achse d' senkrechte) Richtung der Affinitätsstrahlen. 

Nach dem auseinandergesetzten Verfahren kann die wahre 
Gestalt jeder durch ihre Projektionen gegebenen ebenen Figur er- 




mittelt werden. 

97, Der senkrechte Ab- 
stand eines Punktes P Ton 
einer Geraden g. P und g 
seien durch ihre Projektionen ge- 
geben. Ein erster Weg zur Ermitte- 
lung des Abstandes PQ = (P -| ^) 
ist folgender. Man bestimme 
mittels zweier Hauptlinien Äj und 
Äg die Normalebene N zu g^ welche 
den Punkt P enthält, indem man 
als Projektionen von h^ und h^ 
durch F resp. P" je eine Pa- 
rallele zur Achse und eine Nor- 
male zur gleichnamigen Projektion 
von g zieht (Fig. 78). Hierauf 
schneide man N mit g nach dem 
in 72 erklärten Verfahren in Q 
und bestimme die wahre Länge 
von PQ=^{P '-\ g) nach der in 86 
angeführten Methode als P^Q'. — 

98. Wir geben eine zweite Lösung der vorigen Aufgabe an, 
welche auf der in 96 entwickelten Methode der Drehung beruht. 
Als Achse a ziehen wir diejenige Parallele zu ITg durch den 




Fig. 78. 
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Fig. 79. 



Punkt P, welche die Gerade g (im Punkte A^ Fig. 79) trifft. Um 
dieselbe werde die Gerade g und mit ihr das von P auf sie gefällte 

Lot PQ gedreht, bis beide zur 
^ ^ "" ""^ Aufrißtafel parallel werden. 

Die gedrehte Gerade g^ und 
das gedrehte Lot PQ^ er- 
scheinen im Aufiiß zu einander 
rechtwinklig und letzteres in 
wahrer Länge. Die Drehung 
selbst wird an einem auf ^ be- 
liebig angenommenen Punkte 
B (wie in 96) ausgeführt, 
hierauf g^' = Ä'B^' und senk- 
recht dazu F'Q^' gezogen. 
Q' findet man durch Zurück- 
drehen in die ursprüngliche 
Lage, wobei der von Q be- 
schriebene Kreisbogen sich 
als Senkrechte zu a" projiziert. 
Hieraus erhält man Q', sowie 
beide Projektionen vonPQ. — 
99, Das in 88 angegebene Verfahren, um Lote auf eine durch 
ihre Spurlinien gegebene Ebene zu fällen, läßt sich umgekehrt an- 
wenden, um auf ihr Normalen 
in gegebenen Punkten zu er- 
richten. Wir fuhren gegen- 
wärtig eine Modifikation des- 
selben an, welche zur Errich- 
tung einer Normalen von 
gegebener Länge / aut 
einer Dreiecksebene in 
vorgeschriebenem Punkte 
P dient. Man denke sich 
durch P parallel zur Aufriß- 
tafel eine Hilfsebene TT gelegt 
und zeichne die Hauptlinie h. 
welche sie auf der Ebene des 
Dreiecks ABC ausschneidet. 
(Fig. 80). Femer denke man 
sich zu h eine Normalebene N 
durch P, welche auf ABC eine 
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Falllinie f ausschneidet; es wird dann f _L ä" sein. Die gesuchte 
Normale ist in N senkrecht zu / zu ziehen. Man drehe also die 
Ebene N um ihre in TT gelegene Hilfsspur n, bis sie mit TT zur 
Deckung kommt, wobei zu beachten ist, daß der Grundriß w' dieser 
Hilfsspur mit h\ der Aufriß /i" mit /" zusammenfällt. Man erhält 
zuerst die gedrehte Falllinie f^ im Aufriß, indem man einen Punkt 
von f, etwa F auf AB, der Drehung unterwirft, sodann die gedrehte 
Normale /^, welcher die gegebene Länge / = P''Q^' zu erteilen ist. 
Beim Zurückdrehen beschreibt der Aufriß des Endpunktes die 
Strecke Q/^'Q"\ senkrecht unter Q" und um dieselbe Strecke von w' 
entfernt findet man Q\ — Die zu PQ entgegengesetzt gerichtete 
Normale sei PR, Einer der Endpunkte (in der Figur R) liegt mit 
F auf derselben Seite der Drehachse n, der andere [Q) auf der ent- 
gegengesetzten. Man beachte, daß bei ihren Grundrissen das Ent- 
sprechende bezüglich der Geraden n! statthaben muß. 

100. Für spätere Anwendungen ist die Lösung der Aufgabe 
von Wichtigkeit: einen Punkt P um eine Tafelparallele a 
durch einen gegebenen Winkel co 

zu drehen. Durch die Achse a, ^I s, 

welche etwa zur Aufrißtafel parallel »'• ^^-'^v^* 

angenommen werden mag, lege man !\^--^^.^'' \ 

eine vertikale Hilfsebene TT und durch ^ Ö^ ^"'^ .----A^*' 
P eine Ebene N normal zu a, welche T'^ 1 

die Bahnlinie dieses Punktes enthält. / ^ --.^ 

N schneidet in TT die Hilfsspur n aus "^--<z' 

in' _L a\ Eine Seitenansicht, die man r-7~; -^ 

durch Umlegen von N in TT gewinnt, ^^"t^ ^ 

zeigt die Bahnlinie in ihrer wahren V\| | 

Gestalt, nämlich als den um Q" = n' x a" \ \ \ 

durch die Seitenansicht P^ von P be- \l ^A' 

schriebenen Kreis. Trägt man daher Ip* 

an Q"P^ in vorgeschriebenem Drehungs- Fig. 81. 

sinne den Winkel « = z. F^Q'T^^ an, 

so ist P^® die Seitenansicht des gedrehten Punktes. Hieraus er- 

giebt sich dessen Aufriß P^", wenn P^P^' normal zu vi' gezogen, 

und der Grundriß P^', wenn sein Abstand von a derselben Strecke 

gleichgemacht wird. Diese letzten Operationen entsprechen dem 

Wiederaufrichten der umgelegten Ebene N. 

101. Der kürzeste Abstand zweier windschiefer Ge- 
raden ist diejenige Strecke, welche auf beiden rechtwinklig steht. 
Es werde durch die eine Gerade g eine Parallelebene E zur anderen 

Hohn u. Papperitz. I. 5 
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h gelegt, h auf E senkrecht projiziert und ff mit der Projektion im 
Punkte P geschnitten. Errichtet man in P die Normale zu E, so 
trifft sie h in einem Punkte Q und FQ ist der gesuchte Abstand. 
In der That, alle Punkte auf h haben von E einerlei senkrechten 
Abstand d = FQ, folglich kann keiner um weniger als die Strecke 
d Ton ff entfernt sein. 

Aus dieser "Überlegung ergiebt sich folgende Konstruktion 
(Fig. 82). Man ziehe durch einen Punkt von ff eine Gerade i parallel 







J£^' 




=^f>-j: 



Fig. 82. 

ZU A, etwa so, daß i' mit K zusammenfällt, und bestimme die 
Spurlinien e^ und e^ der Verbindungsebene E=^i. Aus einem auf 
h beliebig angenommenen Punkte — in der Figur ist der Spur- 
punkt H^ benutzt — fälle man sodann das Lot auf E nach dem 
in 88 gegebenen Verfahren. Hierbei ergiebt sich der kürzeste Ab- 
stand d gleich dem umgelegten Lot H^^^' sowie der Aufriß K" des 
Fußpunktes. Es bleibt noch übrig durch K die Parallele zur Ge- 
raden h zu ziehen, welche deren senkrechte Projektion auf E bildet, 
und mit ihr ff in dem einen Endpunkte P der gemeinsamen Nor- 
malen n zu schneiden. Diese Operation führe man im AujEriß aus; 
man erhält so zuerst P", hieraus P' und schUeßlich n = P'Q' und 
n' = P"Q" als Normalen zu e^ und e^. 

103. Die gemeinsame Normale zweier zu einer Tafel, etwa zu 
TTg, parallelen Geraden liegt zu dieser senkrecht; ihr Aufriß re- 
duziert sich folglich auf den Schnittpunkt der zweiten Projektionen, 
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während ihr Grundriß direkt die kürzeste Entfernung angiebt. Wir 
erhalten daher eine zweite Lösung unserer Au%abe, wenn wir durch 
Drehung den ParalleUsmus der Geraden p und h zur Aufrißtafel 
herbeifuhren. — Man ziehe, wie oben, durch den Punkt G von ff 
die Parallele i zu h (Fig. 83) und hierauf eine sowohl ff als i 
schneidende, zur Aufrißtafel parallele Drehachse a. Um diese sind 
die gegebenen Geraden zu drehen, bis ff und i, folglich auch A, zu 
TT2 parallel werden. Die gedrehten Elemente bezeichnet der Index A? 
die erforderlichen Seitenrisse (vergl. 100) der obere Index 0. Um 
zunächst ff^' und 2^" zu erhalten, wird der Punkt G gedreht; der 
Seitenriß seiner Bahnlinie ergiebt den Drehwinkel o>. Hierauf wird 
ein Punkt von h, am 
einfachsten der ver- 
tikal über der Achse 
a gelegene Punkt Ä, 
der gleichen Drehung 
unterworfen. Im zu- 
gehörigen Seitenriß 
(welcher in der Figur 
durch Umlegung im 
umgekehrten Sinne 
hergestellt ist, damit 
die gleichen Dreh- 
winkel CO parallele 
Schenkel erhalten) 
giebt die Strecke 
H^m'' die kürzeste 
Entfernung d an. 
Femer erhält man 

als Parallele zu 

durch iT^" und 



^a" 




2 



// 



Fig. 83. 



A 

in Gestalt des Schnittpunktes iV^= h^' x ff^' den Aufriß der gemein- 
samen Normalen n nach der Drehung. Beim Zurückdrehen bewegt 
sich der Aufriß jedes Punktes von n auf der Senkrechten zu a ' durch 
iV, folglich findet man auf ihr n" = P"Q" und hieraus n' = FQ\ 

103. Wir führen noch eine dritte Lösung desselben Problems 
an. — Die windschiefen Geraden ff und h können durch Drehung 
um eine vertikale Achse in solche Lage gebracht werden, daß die 
durch ff parallel zu h gelegte Ebene E, also auch die ParaUelebene 
Z durch h zur Aufrißtafel senkrecht steht. Im Aufriß erscheinen 
dann die Geraden parallel, ihre gemeinsame Normale aber ergiebt 
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sich als zu beiden rechtwinklig und, da sie parallel zu TTg liegt, in 
wahrer Länge. 

Als Drehachse a diene die Vertikale, welche im Grundriß durch 
den Punkt g' X h' = Ä gegeben ist (Fig. 84) und folglich beide 
Gerade (in £ und 0) schneidet. Die Spurpunkte G^ und S^ be- 
schreiben in TTi Kreisbögen um J, deren Endpunkte G^ und H^ 

der Bedingung 

Ä'[G^' : Ä'H^' = Ä'F' : ÄX" 

genügen müssen, welche ausdrückt, daß die gedrehten Geraden g/^ 
und h^ parallele Aufrisse haben. Trifft nun die Linie G^'G^. 



Fig. 84. 

welche zu x senkrecht steht, die Strecke ÄH^ im Punkte T^ und 
wird auf J^j die Strecke J^ gleich J^^ angenommen, so folgt weiter: 

AT: AH^ = Ä'F' : Ä'C", 
Aus dieser Bemerkung ist die geforderte Drehung bestimmbar. Man 
zeichne nämlich nach der Eeihe den Punkt T, welcher die Strecke 
AH^ im angegebenen Verhältnis teilt, die Verbindungslinie G-^T, zu 
ihr normal die Linie AE und parallel zu x die Linie AR^. Dann 
ist 07 = z_ BAR^ (oder auch 2 R — ö?) der Winkel, um welchen die 
Grundrißfigur gedreht werden muß, damit G^T^ zu x normal und 
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i7A ' II ^a" 'W'erde. Ist dies geschehen, so stelle man das von £ auf 
die Ebene Z gefällte Lot dar, im Aufriß als senkrechten Abstand 
B^'D^^' zwischen g^' und k^\ im Grundriß als Parallele ÄB^^ zu x. 
Der Aufriß giebt die Länge des kürzesten Abstandes d an. Schließ- 
lich ist noch die Strecke BB^ durch Zurückdrehen in BB über- 
zufuhren und sich selbst parallel längs g zu verschieben, bis B auf 
h fällt; in der Endlage PQ bildet sie die gesuchte gemeinsame Nor- 
male. Diese letzten Operationen führe man im Grundriß aus, indem 
man auf AR die Strecke AB [B fällt mit A zusammen) gleich AB^ 
macht und ihr längs g eine Parallelverschiebung bis in die Lage 
B'Q^ erteilt, und bestimme hieraus P"Q". Zur Kontrolle dient die 
Aufrißfigur. 



Lösung verschiedener stereometrischer Aufgaben durch 

Projektionsmethoden. 

Wir wenden im Folgenden die bisher entwickelten Methoden 
der Projektion auf eine Eeihe einfacher stereometrischer Probleme 
an, deren Lösung in späteren Untersuchungen von Nutzen sein 
wird. Zu diesem Zwecke aber bedarf es der Feststellung einiger 
VorbegrifFe. 

104. Dreht sich eine Gerade g um eine sie schneidende feste 
Achse a, so beschreibt sie eine Fläche, welche als Eotations- 
kegel oder gerader Kreiskegel bezeichnet wird. Der Schnitt- 
punkt S = gXa heißt die Spitze (das Centrum), die Linie a 
die Achse des Kegels, die auf ihm liegenden Geraden seine 
Erzeugenden oder Mantellinien (Kanten). Die vollständige 
Fläche besteht aus zwei in der Spitze zusammenhängenden Teilen 
oder Mänteln, welche durch die Benennung als Kegel und 
Gegenkegel unterschieden werden können. Jede zur Achse a 
senkrechte Ebene schneidet den Kegel in einem Kreise. Eine durch 
die Spitze gelegte Ebene hat mit dem Kegel zwei Geraden, eine 
oder keine Gerade gemein, je nachdem ihre Spurlinie in irgend 
einer Normalebene zur Achse den bezüglichen Spurkreis des Kegels 
in zwei Punkten schneidet, in einem Punkte berührt oder gar nicht 
trijBFt. Eine Ebene, welche mit dem Kegel nur eine Erzeugende 
gemein hat, heißt Berührungs- oder Tangentialebene und die 
fragliche Erzeugende ihre Berührungslinie. Ist k der Spurkreis 
des Kegels in einer beliebigen Normalebene zur Achse a (siehe die 
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Fig. 85. 



schiefe Ansicht in Fig. 85), M sein Mittelpunkt und T sein Be- 
rührungspunkt mit der Spurlinie t der Ebene T, welche den Kegel 

längs der Erzeugenden y = ST be- 
rührt, so ist sowohl MT als auch 
a = MS zu t senkrecht. Folglich ist 
die Ebene MST, welche die Achse a 
mit der Berührungslinie ^ yerbindet, 
zu t und zur Tangentialebene T nor- 
mal. Ein aus einem Achsenpunkt 
auf ff gefälltes Lot, wie MNoder PQ, 
liegt in MST und steht daher auf der 
Tangentialebene T senkrecht. 

105. Ein vollständiger Rotations- 
kegel wird von einer um seine Spitze 
beschriebenen (koncentrischen) Kugel 
in zwei kongruenten Kreisen ge- 
schnitten. Zwei koncentrische 
Rotationskegel haben im allgemeinen vier Erzeugende ge- 
mein, weil die zwei mal zwei Kreise, welche sie auf irgend einer um 
die gemeinsame Spitze beschriebenen Kugel ausschneiden, einander im 
allgemeinen in- acht paarweise diametral gegenüberliegenden Punkten 
schneiden und so vier gemeinsame Erzeugende liefern. Diese vier 
gemeinsamen Geraden können paarweise in je eine Berührungslinie 
der Kegel zusammenrücken, bezw. auch paarweise in Wegfall 
kommen. 

106. Denkt man sich durch die Spitze S eines Rotations- 
kegels S zu jeder Berührungsebene T eine Normale ff^ gezogen, 
so erzeugen diese einen zweiten um dieselbe Achse a beschriebenen 
(koaxialen) Rotationskegel S^, den sogenannten Polarkegel. Daher 
entspricht jeder Erzeugenden des ursprünglichen Kegels eine Tangen- 
tialebene des Polarkegels, deren Berührungslinie auf der gegebenen 
Erzeugenden senkrecht steht und mit ihr in einer Ebene durch die 
gemeinsame Achse liegt. Die Ebene E, welche die Berührungslinie 
ff von T mit der Achse a verbindet, steht senkrecht zu T und ent- 
hält folglich ff^. Andererseits geht die durch S normal zu^ gelegte 
Ebene T^ ebenfalls durch ff^ und zwar berührt sie längs dieser 
Linie den Polarkegel S*j ; denn sie steht zu E, d. h. zur Verbindungs- 
ebene aff^, senkrecht. Wie man sieht, ist die Beziehung zwischen 
den beiden Kegeln eine umkehrbare: jeder ist der Polarkegel 
vom anderen. 

Den gemeinsamen Erzeugenden zweier koncentrischer Rota- 
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tionskegel entsprechen die gemeinsamen Tangentialebenen ihrer 
Polarkegel. Hieraus folgt: zwei koncentrische ßotationskegel 
haben im allgemeinen vier gemeinsame Berührungsebenen. 
Im besonderen kann sich ihre Zahl durch paarweise Koincidenz oder 
paarweisen Fortfall vermindern. 

107. Dreht sich eine Gerade ff um eine zu ihr parallele feste 
Achse a, so beschreibt sie einen Eotationscylinder, oder geraden 
Kreiscylinder, welcher auch als ßotationskegel mit unendlich 
femer Spitze aufgefasst werden kann. Die auf ihm liegenden 
Geraden heißen wiederum Erzeugende oder Mantellinien und a 
die Achse des Cylinders. Alle Ebenen normal zur Achse schneiden 
den Cylinder in kongruenten Kreisen. Eine Parallelebene zur Achse 
schneidet entweder in zwei Geraden oder berührt längs einer 
Geraden oder enthält keine Erzeugende des Cylinders. Eine gegen 
die Achse geneigte Ebene schneidet den Cylinder in einer Kurve, 
welche zu dem als Normalschnitt erhaltenen Kreise affin ist, also 
in einer Ellipse. Zwei Eotationscylinder mit parallelen Achsen 
haben entweder zwei getrennte, oder zwei vereinte, oder keine Er- 
zeugenden gemein. 

108. Es mag daran erinnert werden, daß, ebenso wie die 
Punkte einer Kugel, auch deren Tangenten und Tangentialebenen, 
insofern sie normal zu den Radien ihrer Berührungspunkte stehen, 
einerlei Abstand vom Centrum haben. 

Analog haben die. Punkte, Tangenten und Tangentialebenen 
eines Rotationscylinders einerlei senkrechten Abstand von seiner 
Achse; denn eine Tangente ist rechtwinklig zu dem aus ihrem Be- 
rührungspunkt auf die Achse gefällten Lot und eine Tangential- 
ebene liegt rechtwinklig zur Verbindungsebene ihrer Berührungs- 
linie mit der Achse. 

Der geometrische Ort aller Geraden, welche durch einen Punkt 
S unter gegebenem Neigungswinkel / gegen eine Ebene E, mithin 
unter dem Winkel E — / gegen die von S auf E gefällte Senkrechte 
fl, gezogen werden können, ist der durch Rotation des letzteren 
Winkels um a erzeugte Kegel mit der Spitze S. Der vom Kegel 
auf E ausgeschnittene Kreis mag als der zum Centrum S und zum 
Winkel / gehörige Neigungskreis jener Ebene bezeichnet werden; 
sein Centrum ist die Orthogonalprojektion von S auf E; er enthält 
die Spurpunkte der oben definierten Geraden. — Den in Rede 
stehenden Kegel müssen andererseits alle durch 8 unter dem 
Neigungswinkel / [gegen E (oder dem Winkel R — / gegen a) ge- 
legten Ebenen beilihren, weil der Neigungswinkel einer Tangential- 
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Fig. 86. 



ebene des Kegels gegen seine Achse mit dem ihrer Berührungslinie 
identisch ist. Die Spnrlinien der fraglichen Ebenen in E berühren folg- 
lich den Neigungskxeis. 

109« Gerade von 
gegebener Tafel- 
neigung in gegebener 
Ebene. Es sollen die 
Geraden durch einen 
Punkt P in der Ebene E 
dargestellt werden, welche 
^ mit TTi den Winkel ;\ 
bilden. Damit diese Auf- 
gabe Lösungen habe, darf 
y^ nicht grösser als die 
erste Tafelneigung von E 
sein; ist dies der Fall, so 
genügen ihr im allgemei- 
nen zwei Gerade ^ und h. 
Ihre ersten Spuren sind 
die Schnittpunkte des zu 
P und /j gehörigen Nei- 
gungskreises k in n^ mit 
der Spurlinie e^ (Fig. 86). 
Das Centrum dieses Krei- 
ses ist P, sein Kadius 
wird als eine Kathete 
eines rechtwinkligen Drei- 
ecks P'T^Q" gefunden, 
dessen andere Kathete 
dem ersten Tafelabstand 
des Punktes P gleich ist 
und dem Winkel y^ gegen- 
überliegt. Nach Angabe 
von G^ und J2j können 
die Geraden g und h un- 
mittelbar gezeichnet wer- 
den. — Berührt e^ den 
Neigungskreis k, so fallen 
^ und h in die nach dem 
E zusammen. 




Fig. 87. 



Berührungspunkte laufende Falllinie von 

von gegebener Tafelneigung durch eine 
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gegebene Gerade. Durch eine Gerade g mögen die Ebenen ge- 
legt werden, welche mit TTi den Winkel c^ einschließen, was nur 
möglich ist, wenn c^ nicht kleiner als die erste Tafelneigung von g 
ist. Man zeichne zunächst (Fig. 87) den zu einem beliebig auf g 
angenommenen Punkte, etwa zum zweiten Spurpunkt G^j und zum 
Winkel e^ gehörigen Neigungskreis ä in TTi, lege an ihn aus dem 
Spurpunkt G^ die Tangenten d^ und e^ und verbinde deren Achsen- 
schnittpunkte I) und E mit G^ durch die Geraden d^ und e^. Die 
so erhaltenen Linien bilden die Spuren der beiden Ebenen A und E, 
welche der aufgestellten Forderung genügen. Liegt G^ auf ä, so 
fallen sie in die eine Ebene zusammen, welche durch die Gerade 
g als erste FaUinie bestimmt ist. 

111. Gerade mit gegebenen Tafelneigungen y^ und y^ 
durch einen Punkt P. Man trage die gegebenen Winkel y^ und 

L.ÄOB\mdL/_BOC 
aneinander und be- 
stimme auf dem 
Strahle OB den 
Punkt Q so, daß 
(QHO^)=QQ'dem 
ersten Tafelabstand 
P"P^ des Punktes 
P gleich wird. Ist 
dann QQ"±0(7, so 
sind Oq und OQ' 
die Radien der 
Neigungskreise k^ 
und Äg, welche zu 
irgend einem ßaum- 
dunkte Q, mit den 
Tafelabständen QQ' 
und QQ" und den 




Fig. 88. 



Tafelneigungen y^ und y^ gehöf en. Diese Kreise werden sich aber 
unserer Konstruktion zufolge jedesmal in zwei Punkten X und Y 
der Achse x schneiden. Man erteile hierauf dem Punkte Q sogleich 
diejenige Lage, für welche der Aufriß Q" mit P" zusammenfällt, 
bestimme durch einen Neigungskreis, etwa ä^, die zugehörigen 
Punkte X, Y der Achse x und ziehe durch dieselben Normalen zu x, 
welche die Geraden Q'Y und Q'X noch in U und V treffen mögen. 
Jeder der vier Strahlen, die aus dem gedachten Punkte Q nach 
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X, Yj ü, V gezogen werden können, hat dann die gegebenen Tafel- 
neigungen und folglich bilden die durch P gelegten ParaUelstrahlen 
g, h, i, k die vier Lösungen unseres Problems. 

113. Die Aufgabe, in gegebener Ebene E eine Gerade 
zu ziehen, welche von zwei festen Punkten P und Q des 
Raumes gegebene Abstände p und q hat, wird auf folgende 
Art gelöst. Man denke sich um P und Q resp. mit dem Radins 
p und q je eine Kugel beschrieben. Die gesuchten Geraden sind 
dann als die in E liegenden gemeinsamen Tangenten beider Kugeb. 

oder — was dasselbe 
besagt — als die ge- 
meinsamen Tangenten 
ihrer Schnittkreise m und 
n mit E definiert. Man 
erkennt hieraus, daß. 
wenn die Aufgabe lösbar 
sein soll , /? ^: (P H E) 
und 9 ^ (Q H E) sein 
muß und daß ihr im 
allgemeinen vier Gerade 
genügen. Man kann die 
Aufgabe auf den beson- 
deren Fall zurückfuhren, 
wo E mit TTi zusammen- 
fällt, indem man sämt- 
liche gegebene Elemente einer der Umlegung von E in TTj ent- 
sprechenden Drehung unterwirft und diese nach beendeter Konstruk- 
tion rückwärts anwendet — Diesen einfachen Fall vorausgesetzt, sind 
die Abschnitte Ä'F' und CD" (Fig. 89), welche die um P" und $ 
bezw. mit den Radien p und q geschlagenen Kreise auf der Achse i 
hervorbringen, die Durchmesser der Kreise m und n um P' resp. ?• 
Die gemeinschaftlichen Tangenten ö, ä, i, k derselben, welche sich 
paarweise in den Ahnlichkeitspunkten und (7 (vergl. 4) schneiden, 
bilden die gesuchten Geraden. ' 

118. Die Schnittlinien zweier koncentrischer Rota- 
tionskegel. Wir denken uns durch geeignete Drehung der beiden 
Kegel mit der gemeinsamen Spitze S eine solche Lage hergestellt, 
bei welcher die Achsen a und b in die Grundrißebene fallen (oder 
ihr parallel sind) und geben für diesen Fall die Konstruktion. — 
Es seien Ä^Zg, K^K^ und L^L^, L^L^ (Fig. 90) die in W^ liegenden 
Erzeugenden der gegebenen Kegel S* und ß. Letztere denke man 
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sich durch eine koncentrische Kugel begrenzt, deren Spurkreis in 
TTi mit c bezeichnet ist. Die auf der Kugel liegenden Endkreise 
der Kegel befinden sich in vertikalen Ebenen -und projizieren sich 
folglich in die Geraden K^K^, K^K^, L^L^ iigi^; ihre acht Schnitt- 
punkte A^, A^j B^, B^, C^, C^y D^j B^ liegen erstens auf der Kugel 
einander paarweise diametral gegenüber, zweitens paarweise zu TTi 
synunetrisch. Ihre ersten Projektionen fallen folglich paarweise in 
die Ecken Ä, B, C\ B' des von 
den Kreisprojektionen gebildeten 
Parallelogramms zusammen. Den 
Abstand des einzelnen Schnitt- 
punktes von der Grundrißebene 
(nach oben oder nach unten) ent- 
nimmt man aus der Umlegung 
eines der beiden ihn enthaltenden 
Endkreise um seinen in TTi ge- 
legenen Durchmesser. Hierauf 
kann auch der Aufriß des frag- 
lichen Punktes sofort angegeben 
werden. Endlich bilden die durch 
S" laufenden Verbindungslinien der 
zweiten Projektionen jener acht 
Schnittpunkte die Aufrisse der ge- 
suchten Schnittlinien ä^, s^^ ^3, s^ 
(dieselben liegen paarweise zur 
Achse X symmetrisch); die Grund- 
risse fallen zu zwei und zwei in 
die Diagonalen des Parallelogramms 
AB'CB'. — Fallen zwei gegen- 
überliegendeEckendiesesParallelo- 
gramms auf den Spurkreis c der Kugel, so vereinigen sich die 
beiden Schnittlinien, deren erste Projektion die verbindende Diago- 
nale ist, in TTi zu einer Berührungslinie der Kegel; liegen dagegen 
zwei Ecken außerhalb des Kreises c, so entspricht ihrer Verbin- 
dungslinie keine Schnittlinie mehr: ein Paar von solchen kommt in- 
Wegfall. Es können natürlich auch alle vier Ecken außerhalb des 
Kreises c liegen, so daß die beiden Kegel sich überhaupt nicht 
schneiden. 

114. Die gemeinsamen Tangentialebenen zweier kon- 
centrischer Rotationskegel. Wir nehmen (wie in 113) die 
Kegelachsen a und h in TTi gelegen an; als Erzeugende seien 8K^^ 




Fig. 90. 
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SK^, SL^ SL^ gegeben (Fig. 91). Es soll sich .zunächst darum 
handeln, eine der vier im allgemeiDeo möglichen gemeinsamen Be- 
rUhrungsebenen der Kege) S und 2 zu koostruiereE. Die übrigen 
können dann auf analoge Weise gefunden werden. 

Wir fixieren auf a und b willkürlich zwei Punkte Ä und £. 
etwa die Schnittpunkte mit der Projektionsachse a:, und denken uns 
aus ihnen auf die gesuchte Berührungsehene T die Lote AC und 
BI) gefällt, deren Fußpunkte C imd D auf den Berührungslinien 
liegen {vergl. 104). Die Verbindungslinie GB trifft die Achse x und. 
um X in TTi umgelegt, berührt sie in C„ und D^, die beiden Kreise, 
welche um Ä und B mit den Radien AC und BC beschrieben sind 




{AC = AK^, BD = BL^, AÄ\ J. 5A'„ BB^ ± SLj). = C^I)^ X -v ist 
der Spurpimkt von CD und folglich OS die erste Spur ^ von T; 
man findet als einen Ähnlichkeitspunkt der erwähnten beiden 
Kreise {vergl. 4} und hierauf ihre gemeinsame Tangente C^B^. Der 
Punkt B (welcher mit S verbunden die Beriihrungslinie h von T 
auf dem Kegel S ergiebt) findet sich auf dem Kreise, welcher durch 
•Kotation des Punktes L^ um die Achse b entsteht. Die erste Pro- 
jektion dieses Kreises ist sein horizontaler Durchmesser B^L^\ auf 
diesem findet man daher den Grundriß' B' [B^B' ± x) und lieraus 
k' = SB'. Wir suchen den Spurpunkt i/^ der Berührungslinie fi, 
um die zweite Spur von T als t^ = OIl^ darzustellen; er liegt senk- 
recht über H^ = }i y. x und sein erster Tafelabstand H^Il^ wii-d 
gewonnen, indem man den ihn enthaltenden Kegelkreis in TT, nieder- 
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legt. Der horizontale Durchmesser dieses Kreises geht durch H^' 
normal zu b und wird von den horizontalen Mantellinien in J^ und 
Jg begrenzt. 

Symmetrisch zu T in Bezug auf TTi liegt eine zweite gemein- 
same Tangentialebene; ihre erste Spur fällt mit t^ zusammen, die 
zweite Spur bildet in entgegengesetztem Sinne denselben Winkel 
mit X wie t^. Ist 0^ der zweite Ahnlichkeitspunkt der um Ä und 
J5 beschriebenen Kreise, so ist O^S die gemeinsame erste Spur 
zweier weiterer Tangentialebenen, welche wiederum zu TTi symme- 
trisch sind und deren zweite Spuren folglich entgegengesetzt gleiche 
Winkel mit der Achse x einschließen. Diese Spurlinien sind in die 
Figur ebenfalls eingetragen. 

Die gegebenen Kegel haben nur dann vier getrennte Tangential- 
ebenen gemein, wenn die Linien 08 und O'S beide außerhalb der- 
selben liegen. Umschliißßen die Kegelflächen eine dieser Linien, 
oder beide, so kommen zwei, resp. alle vier gemeinsamen Tangential- 
ebenen in Wegfall. Den Übergang von einer der hier unterschie- 
denen Möglichkeiten zur anderen vermitteln solche Fälle, wo die 
gegebenen Kegel selbst einander längs einer Kante berühren und 
mithin die bezügliche Tangentialebene (doppelt zählend) gemeinsam 
haben. 

Es mag noch erwähnt werden, daß die Bestimmung der ge- 
meinsamen Tangentialebenen zweier koncentrischer Botationskegel 
auch auf die der gemeinsamen Erzeugenden ihrer Polarkegel zurück- 
geführt werden kann (vergl. 105). 

115. Das in 113 gegebene Verfahren läßt sich, natürlich mit 
gewissen Abkürzungen, auf die schon in 111 behandelte Au%abe 
anwenden: die Geraden zu bestimmen, welche durch einen 
gegebenen Punkt unter gegebenen Neigungen gegen die 
Tafeln gezogen werden können. Die zum gegebenen Punkte P 
und den gegebenen Winkeln y^ und y^ in TTi und TTg gehörigen 
Neigungskreise k^ und k^ bestimmen zwei Eotationskegel mit der 
Spitze P, deren gemeinsame Erzeugenden die Lösungen des Problems 
bilden. Die Achsen PP' und PP" dieser Kegel liegen in einer zur 
Projektionsachse x senkrechten Ebene TTg, welche als Seitenrißebene 
zu benutzen ist. Damit nimmt die Aufgabe, was die Darstellung 
der dritten Projektionen der gesuchten Geraden betriflpfc, dieselbe 
Form an, wie in 113 für die ersten Projektionen. Zur Bestimmung 
der ersten und zweiten Projektionen dient hier die Bemerkung, daß 
die bezüglichen Spurpunkte auf den Neigungskreisen k^ und ä^^ 
liegen müssen. 
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116. In entsprechender Weise kann die Aufgabe erledigt 
werden: die Ebenen zu finden^ welche durch einen gege- 
benen Punkt P unter gegebenen Tafelneigungen gelegt 
werden können. Diese Ebenen müssen die beiden Kegel gleich- 
zeitig berühren, welche durch den Punkt P als Spitze und die zu 
ihr und zu den gegebenen Winkeln e^ und e^ in TTi und TTg ge- 
hörigen Neigungskreise h^ und k^ bestimmt sind. Man benutze 
wiederum die durch P gelegte Seitenrißebene TTj. Hat man in ihr, 
wie in 114 für TTi, die paarweise zusammenfallenden dritten Ebenen- 
spuren gefunden, so hat man aus den Schnittpunkten derselben mit 
den Nebenachsen y und z nur noch die Tangenten an die Kreise 
Äj und Äg zu legen; diese bilden die ersten und zweiten Spuren der 
gesuchten Ebenen. — Man kann die Aufgabe auch auf die in 111 
gelöste zurückführen, indem man zuerst die Greraden durch JP be- 
stimmt, welche die Tafelneigungen E — c^ und R — Cg haben und 
zu ihnen Normalebenen durch P legt. 

117. Um die Geraden darzustellen, welche zwei gegebene 
windschiefe Gerade k und i unter gegebenen Winkeln a 
und ß schneiden, bestimme man zuerst die Richtungen der- 
selben auf die folgende Art. Man ziehe durch einen beliebigen 
Punkt 8 auf k eine Parallele / zu i. Die Schnittlinien der kon- 
centrischen Kegel S und £, welche durch Rotation des Winkels a 
um den Schenkel k und des Winkels ß um den Schenkel / erzeugt 
werden, wenn die Scheitel in S vereinigt liegen, geben die fraglichen 
Richtungen an. Man lege daher k und l in Tf^ nieder (oder drehe 
sie zu Tfi parallel), wende zur Bestimmung der gemeinsamen Kanten 
der mitgedrehten Kegel das Verfahren in 11 3 an und drehe hierauf 
zurück. Schließlich sind in den gefundenen Richtungen die ge- 
meinsamen Sekanten der Geraden i und k (nach 77) zu kon- 
struieren. 

118. In ähnlicher Weise erhält man die Ebenen durch 
einen gegebenen Punkt, welche mit zwei gegebenen Ge- 
raden k und i gegebene Neigungswinkel a und ß ein- 
schließen. Auch diese Aufgabe hat, wie die vorangehenden, im 
allgemeinen vier Lösungen. Ist / eine Parallele zu i, welche k 
schneidet, und sind S und £ die wie vorher bestimmten Kegel, so 
geben deren gemeinsame Tangentialebenen die Stellungen an, welche 
die der Aufgabe genügenden Ebenen haben. Letztere werden also 
als die Parallelebenen zu den fraglichen Berührungsebenen durch 
den vorgegebenen Punkt P gefunden. Statt aber diese Berührungs- 
ebenen nach 114 zu bestimmen, empfiehlt es sich im vorliegenden 
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T'alle, die Polarkegel- von Ä und ß nach 113 miteinander zu 
schneiden und zu ihren gemeinsamen Erzeugenden durch P die 
H^ormalebenen zu legen. Man gelangt so kürzer zum Ziele. 

119« Ein Dreieck ABC, dessen erste Projektion ge- 
:geben ist, soll so bestimmt werden, daß seine zweite Pro- 
jektion einem gegebenen Dreieck Ä^B^C^ ähnlich wird. 
Die Aufgabe läßt die Lage des Dreiecks ABC insofern unbestimmt, 
äIs eine Parallelverschiebung desselben in der Richtung senkrecht 
zu TTi belanglos ist. Man darf daher den ersten Tafelabstand eines 
Eckpunktes, etwa A, will- 
kürlich fixieren , indem 
man Ä' auf der durch 
A' gezogenen Normalen 
zur Achse x giebt. Diese 
Normale teile die Strecke 
B'C im Punkte B' (Fig. 
92), die entsprechende 
Strecke F'C im Punkte 
^"; dann muß F'B": 
B'C" ^BB\Ba sein. 
Entspricht andererseits 
im Dreieck A^B^C^ dem 
Punkte jD" der Punkt B^, so hat man wegen der vorausgesetzten 
ÄhnUchkeit: B^B^:B^C^ = E'B'\Bf'C\ Man teile daher die Seite 
B^C^ nach dem angegebenen Verhältnis durch den Punkt B^\ zeichne 
femer aA^B^C^ in solcher Lage, daß A^ mit A'' zusammenfällt, B^ 
auf A'A'' und die einander zugeordneten Punkte B" und B^ auf die- 
selbe Seite von A'A'' zu liegen kommen. Endlich schneide man 
die Geraden Ä'B^ und A''C^ mit den Vertikalen durch B" und C 
in ^' und C'\ A Ä'FX" ist der Aufriß des gesuchten Dreiecks. 
130. Ein Dreieck, dessen zweite Projektion Ä'F'C 
gegeben ist, soll so bestimmt werden, daß es einem ge- 
gebenen Dreieck ähnlich wird. Von letzterem darf zur Ver- 
einfachung angenommen werden, daß zwei Ecken mit den ent- 
sprechenden Ecken A" und B" zusammenfallen; die dritte Ecke sei 
dann (7^. — Auch diese Aufgabe läßt aus demselben Grunde wie 
die vorige, hinsichtlich der Lage des gesuchten Dreiecks ein Be- 
stimmungsstück willkürlich. — Man denke sich ein der Aufgabe 
genügendes Dreieck ABC gefunden und in seiner wahren Gestalt 
durch Niederlegung um die zweite Spur e^ seiner Ebene als A A^B^C^ 
dargestellt (Fig. 93). Der Strahl C'C^ schneide e^ in U und die 
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Seiten J"^' und A'^JS^ in den Punkten X und X^ Dieselben 
Seiten mögen von den Parallelen zu e^ durch C" und C^ in den 
Punkten Z" und Y^ geschnitten werden, einander aber in V (auf e^) 
treffen. Unserer Voraussetzung zufolge ist A Ä'B'C" affin und 
affingelegen zu j^Ä^B^C^\ die Affinitätsachse ist e^ und die Affini- 
tätsstrahlen liegen normal zu ihr. Andererseits ist A Ä^B^C^ dem 
A Ä'B'C^ ähnlich, letzteres also zu A Ä'B'C" affin und — da zwei 
Paare entsprechender Punkte zusammenfallen — auch affingelegen; 
die Affinitätsachse ist hier A"B' , In demselben Zusammenhange, 




Fig. 93. 

wie die genannten drei Dreiecke stehen auch die drei rechtwink- 
ligen Dreiecke XC'Y, X^C^J« und XCJ. Hieraus folgen die 
Gleichungen: i/X^: VV = (^^X^: (7070 ^ q^X\ C^Y und UX: LT 
= C'X: C'Y. Da aber X und Xo einander als Aufriß und Nieder- 
legung eines in der Ebene ABC gelegenen Punktes entsprechen, ist 
KP > KT, folglich CjX: C^Y> C'X: C'Y. 

Aus dieser Überlegung ergiebt sich die Konstruktion. Man 
bestimme (nach 26) die affinen rechten Winkel an den Punkten 
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6'" und Cj und benenne die Schnittpunkte ihrer Schenkel mit der 
Achse J"j5" als X und J, so aber daß die letzte Ungleichung er- 
füllt ist. Hierauf fixiere man auf der verlängerten Geraden XC" 
willkürlich den Punkt C^ und zeichne das Dreieck XC^Y in der 
Lage X^C^Y^, so daß die Gerade C^X auf die über C^ hinaus ver- 
längerte Gerade XC" und die Punkte Y^ und Y auf einerlei Seite 
dieser Geraden fallen. Hat man hierdurch zugleich J" und ^" in 
Ä^ und £^ übergeführt, so schneiden sich A^C^ und J"C" in einem 
Punkte W der Spur e^, welche parallel zu C''Y zu ziehen ist. Die 
Niederlegung des gesuchten Dreiecks kann dann als das zum 
/\Ä'E'C" affingelegene A Ä'^B'^C^ gezeichnet werden (a^ro^C^JT 
und Gerade ro^^^^oz^H Gerade Y^B^A^X^). Um seinen Grundriß 
und die Spur e^ zu finden, hat man die niedergelegte Ebene auf- 
zurichten und in einer Seitenansicht die zweiten Tafelabstände 
der in Frage kommenden Punkte zu bestimmen. 

131« Die schiefe Parallelprojektion eines gegebenen 

Dreiecks ABC auf eine feste Ebene TTi soll so bestimmt 

werden, daß das Bild einem gegebenen Dreieck A^B^C^ 

ähnlich wird. 

Man denke sich 

die Ebene ABC um 

ihre Spurlinie e^ in 

TTj niedergelegt. 

Zu dem umgelegten 

A A,B,C, (Fig. 94) 

ist ein in Bezug 

auf e^ affines 

A ^lA^i ähnlich 
zu AA'^B^C^ zu 
konstruieren. Das- 
selbe ist bestimmt, 
sobald ein Eck- 



z. 



B. B 




punkt, ^. ^, ^1, pjg Q4 

bekannt ist. Man 

ziehe durch B^ die Parallele zur Seite A^C^, welche die Achse e^ 
in X treffen mag. Die Seiten B^C^, C^A^, A^B^ mögen e^ in den 
Punkten U, V, W schneiden. Sind femer a, ß, y die Winkel im 
AAoB^C^ und a^, ß^, y^ die Winkel im A A^BW\ so ist /.XB^W^a 
und A ÜB W = 2 R — ^, mithin der Punkt B^ durch die beiden Be- 
dingungen: A XB^W= a^ und A UB^W= 2 R — /S^ zu bestimmen. 
^1 findet sich daher als Schnittpunkt zweier Kreise, welche über 
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den Sehnen XW und VW die Peripherie winkel a^ und 2 R — ;j 
enthalten. Das A ^i A^i ^* ^^^ vorgeschriebenen Winkeln ent- 
steht dann, indem man B^ U und B^ W zieht und diese Geraden mit 
der Parallelen durch F zu B^X schneidet. Wird schließlich da^ 
A ^qSqCq um e^ in die ursprüngliche Lage aufgedreht, so sind 
A ABC und A ^\^\^\ durch Parallelprojektion aufeinander bezogen. 
123« Die schiefe Parallelprojektion eines gegebenen 
Kreises vom Badius r auf eine Ebene TTi soll so bestimmt 
werden, daß sein Bild eine Ellipse von gegebenen Halb- 
achsen a und b wird. 
Der Kreis k werde um 
die Spur e^ seiner Ebene 
in TTj niedergelegt. Seine 
ümlegung k^ (Fig. 95 ^) 
und sein Bild, die Ellipse 
Aj, müssen sich in Bezug 
auf e^ als Achse in af&ner 
Lage befinden, mithin 
muß dem zu e^ parallelen 
Kreisdurchmesser C^/>^, 
ein ihm gleicher und pa- 
ralleler Ellipsendurch- 
messer Cj jÖj entsprechen. 
Damit aber eine Ellipse 
mit den Halbachsen a 
und b einen Durchmesser 
von der Länge 2r habe, 
muß a'^r'^b sein. Diese 
Bedingung entscheidet 
über die Lösbarkeit un- 
seres Problems; ist sie 
erfüllt, so giebt es im 
allgemeinen zwei Ellipsen- 
. durchmesser der gefor- 
Fig. 95. derten Art symmetrisch 

zu den Achsen. Der 
Winkel y^, welchen einer derselben, d, mit der größeren Achse 
bildet und den affinen Winkel cp findet man durch eine Hilfs- 
konstruktion (Fig. 95 a) indem man nach 29 die affine Lage des 
rechtwinkligen Dreiecks Ä^MB^ mit den Katheten a und b und des 
rechtwinklig -gleichschenkligen Dreiecks AMB mit der Kathete r 
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bestimmt. Hierauf ziehe man in der Hauptfigur aus dem Mittel- 
punkt Mq von Hq die Linie M^A^ unter dem Winkel tp gegen ^^ 
und zu ihr normal M^B^^ die Schnittpunkte dieser Linien mit e^ 
seien X und Y, Der Ellipsenmittelpunkt M^ liegt als Scheitel des 
zu /_ XMqY affinen rechten Winkels auf dem Kreise XM^Y und 
zwar so, daß Z. YXM^ = qp^ ist. Damit ist die Affinität festgelegt. 
Die zu MqMj^ parallelen Affinitätsstrahlen durch A^ und £q schneiden 
XÄf^ und YM^ in den Scheiteln A^ und B^ der Ellipse, welche nach 
dem früheren punktweise konstruierbar ist. — Wird der Kreis in 
seine ursprüngliche Lage aufgedreht, so bleibt er durch Parallel- 
projektion auf die Ellipse bezogen. — 



DKITTES KAPITEL. 



Ebenflächige Gebilde, Körper. 

Die körperliche Eclce; das Dreilcant. 

138. Die ebenflächigen Gebilde werden begrenzt von ebenen 
Polygonen, diese von Kanten, die in den Ecken zusammenstossen. 
Die Kanten eines solchen Gebildes sind in zweifacher Weise an- 
geordnet; einerseits bilden sie ebene Vielecke, andererseits körper- 
liche Ecken. Eine körperliche /z-kantige Ecke oder kürzer 
ein w-Kant wird gebildet von w-Strahlen und //-Winkeln, die von 
einem Punkte ausgehen. Dieser Punkt heißt der Scheitel, jene 
Strahlen die Kanten und jene Winkel die Seiten (Seitenflächen) 
der körperlichen Ecke. Jede Seite wird von zwei Kanten begrenzt 
und kann daher auch als Kantenwinkel bezeichnet werden, in jeder 
Kante stossen zwei Seiten an einander, die so die Flächenwinkel 
oder kurz die Winkel des w-Kants bilden. 

Zwei w-Kante, welche alle Seiten und alle Winkel entsprechend 
gleich haben, sind kongruent oder symmetrisch. Es ist das 
unmittelbar zu erkennen, wenn man die beiden w-Kante in eine 
solche gegenseitige Lage bringt, daß zwei aufeinanderfolgende Kanten 
des einen mit den entsprechenden des anderen zusmmenfallen, wobei 
dann beide n-Kante sich entweder ganz decken oder in symmetrischer 
Lage in Bezug auf die gemeinsame Seitenfläche als Symmetrieebene 
befinden. Verlängert man die Kanten eines n-Kants über den Scheitel 

6* 
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hinaus, so erhält man ein neues n-Kant, dessen Seiten die Scheitel- 
winkel der Seiten des ersteren sind ; beide n-Kante sind symmetrisch. 
134. Ein w-Kant, bei dem jeder Flächenwinkel < 2 K ist, heißt 
konkav. Bei einem konkaven n-Kant ist die Summe der 
Seiten <4R, vorausgesetzt, daß sich die Seitenflächen nicht durch- 
kreuzen. Schneidet man nämlich das w-Kant mit einer Ebene — 
die alle Kanten triflft — , so entsteht ein Körper, den man als 
w-seitige Pyramide bezeichnet; derselbe wird begrenzt von einem 
w-Eck, der Basisfläche, und n Dreiecken, den Seitenflächen (vergl. 
Fig. 96). Nennt man die Ecken der Basisfläche 1, 2, .... w und 

die nach ihnen laufenden Kanten k^, 
^2 . . . . Ä„, so kann man die Kanten- 
winkel durch Z_ Äj/Cg? ^ ^2^3 • • • • ^ ^«^r 
die Flächenwinkel durch Z_ A^ , z_ ^3« 
.... z_ Ä„ bezeichnen. Bedenkt man, 
daß die Winkelsumme in jedem der n 
Seitendreiecke 2B beträgt, so folgt: 

Z_ k^k^ + zL ÄgÄg + + /_ Kk^ = 2nE 

- /_S\2- L.S2\- 2LÄ23- z_^32 

— ...— L. Sn\ — L. S\n, 
Nun ist der Punkt 2 Scheitel eines Drei- 
kants mit den Kanten 21, 2 3, 2 S, und 
da in jedem Dreikant die Summe zweier 
Seiten grösser als die dritte ist, hat man : 
/_ S2\ + 2LÄ23 > 21 123. 
Indem man die analogen Resultate für die Ecken 3, 4, . . ., w, 1 be- 
nutzt, geht die frühere Gleichung in die Ungleichung über: 

/-k^k^-T 21^2^3 + ....+ /LKk^<2nR— zL 123— ^234 — .... 
oder, da die Winkelsumme im 7^-Eck (2w — 4)i2 beträgt, in: 

Fällt man von einem Punkt im Innern eines w-Kants der Reihe 
nach Lote auf seine Seitenflächen, so bestimmen die aufeinander- 
folgenden Lote die Seitenflächen eines neuen n-Kants, des Polar- 
7i-kants. Daraus folgt sofort, daß auch die Kanten des ursprünglichen 
n-Kants auf den ;bezüglichen Seitenflächen seines Polar-w-kants senk- 
recht stehen; und es ist weiter ersichtlich, daß die Kantenwinkel 
eines jeden von ihnen die Supplemente der entsprechenden 
Flächenwinkel beim anderen sind. Dabei sind solche Kanten 
und Seiten als entsprechend aufgefaßt, die aufeinander senkrecht stehen. 

Die Summe der Winkel (Flächenwinkel) eines konkaven 
n-Kants ist > (27^ — 4) R. Denn für das zugehörige Polar-w-kant, 




Fig. 96. 
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das ebenfalls konkav ist, ist nach dem vorangehenden Satze die 
Summe der Seiten < 4 ß, also die Summe der zugehörigen Supple- 
mentswinkel > (2w — 4) R; diese sind aber jenen Flächen winkeln gleich. 
125. Wie in der Ebene die Konstruktion der w-Ecke auf die- 
jenige der Dreiecke zurückgeführt wird, so wird im Räume die 
Konstruktion der w-Kante auf diejenige der Dreikante reduziert. 
Wir werden uns deshalb weiterhin ausführlicher mit den Drei- 
kanten zu beschäftigen haben. In einem Dreikant sind alle Winkßl 
und alle Seiten < 2 R. Seine Kanten sollen durchweg mit a, b, c, 
die gegenüberliegenden Seiten mit A, B, f bezeichnet werden, so 
daß A = bc, B = ca, f = ab und a = B XT, b = r X /K, c = AxB ist. 

Z_ A, z_ B, Z_ r bedeuten dann die Kantenwinkel, und z_ a, 
jL by L, c die Flächen winke! des Dreikants. Nach den voraus- 
geschickten Untersuchungen haben wir die Ungleichungen: 

0<z.A+Z.B+Z.r<4R 

und 2R< Z.a + /Lb ■\- L. c <6R. 
Hierzu kommen noch die Ungleichungen: 

Z.A4-Z.B>Z.r, Z.B+Z_r>AA, Z.rH-AA>Z.B, 
welche besagen, daß die Summe zweier Seiten grösser als die dritte 
ist. Es ist hier nicht nötig, diese letzteren Ungleichungen zu be- 
weisen, da sie bei der folgenden Konstruktion des Dreikants aus 
seinen drei Seiten sofort als richtig erkannt werden. Mit Hilfe 
des Polardreikants folgern wir aus den letzten Ungleichungen noch 
die weiteren: • 

Z.a4-Z.^<2R+Z.c, A^+Z.c<2Ä+Z.a, 

Z_c+Z.a< 2R+ZLÄ. 
Von den sechs Winkeln (drei Kanten- und drei Flächenwinkeln) 
eines Dreikants genügt esirgenddreizu kennen, um das zugehörige 
Dreikant konstruktiv zu bestimmen. Soll die Konstruktion nicht 
unmöglich werden, so dürfen die gegebenen Winkel den angeführten 
Ungleichungen nicht widersprechen. Es ergeben sich nun die folgen- 
den 6 Aufgaben: 

Ein Dreikant zu konstrieren 

1. aus: A, B, r — seinen drei Seiten, 

2. aus: A, B, c — zwei Seiten und dem eingeschlossenen 

Winkel, 

3. aus: A, B, a — zwei Seiten und dem einer von ihnen 

gegenüberliegenden Winkel, 

4. aus: A, ^, c — einer Seite und den beiden anliegenden 

Winkeln, 



86 



Ehenflächige Gebilde, Körper. 



5. aus: A,a,b — einer Seite, einem anliegenden und einem 

gegenüberliegenden Winkel, 

6. aus: a,b,c — seinen drei Winkeln. 

Diese Aufgaben lassen sich unter Benutzung des Polardreikants 
paarweise auf einander zurückführen. Die Aufgaben 3. und 5. lassen, 
wie wir später sehen werden, eventuell zwei Lösungen zu, alle 
anderen jedoch stets nur eine Lösung, abgesehen davon, daß es zu 
jeder Lösung eine symmetrische giebt. 

126, Konstruktion des Dreika-nts aus seinen drei Seiten 
A, B, r. Wir denken uns das Dreikant mit der Seitenfläche f in 
der Zeichenebene liegend, trennen es längs der Kante c auf und 
legen die Seiten ^ = bc und B = ac um die bezüglichen Kanten 
b und a in die Zeichenebene nieder, so daß die gegebenen Seiten 
am Scheitel S nebeneinander zu liegen kommen (vergl. Fig. 97). 
Gehen wir von dieser Lage aus, so gewinnen wir das Dreikant, 
indem wir die Seiten A und B um die Kanten b und a zurück- 
drehen, bis die Kanten 
Cq und c® in c zusammen- 
fallen. Dann fallt auch 
Pq mit P® in P zusam- 
men, wenn wir SP^ = SF 
wählen. Bei dieser 
Drehung beschreibt P^ 
einen Kreisbogen um a 
als Achse, d. h. die Pro- 
jektion dieses Punktes 
bewegt sich auf einer 
Senkrechten zu a; ebenso 
bewegt sich bei der 
Drehung von P^ um h 
seine Projektion auf 






\ • 




^^^V^^'-' 



^c 



' p 



Fig. 97. 



einer Senkrechten zu b. Der Schnittpunkt P' dieser Senkrechten 
ist die Projektion des Raumpunktes P, also c=SP' die Projektion 
der Kante c. Legt man die Ebenen jener Kreisbogen P^P und P^P in 
die Zeichenebene um, so erhält man die Kreisbogen PqP^ und F^F-- 
wobei FP^ l_ P'P^ und PTA ±_ P'po igt. Zugleich giebt FP^ 
— P'PA=p'p die Höhe des Punktes P über der Zeichenebene an, und 
ferner ist: z. P'MP^ = z. ^^ und z. P'-Z^Pa = /- a. Um noch Lc 
zu erhalten, errichte man in P auf der Kante c eine senkrechte 
Ebene, die die Kanten a und ^ in ^ und P schneidet, dann ist 
Z_ APB = /L c. Hiernach stehen PA und PP auf c senkrecht, also 
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ist P^£ J. c^ und P^A j_ c^, und AB J_ c als Spur einer zu c senk- 
rechten Ebene. Legt man das Dreieck APJB um seine Seite AJB 
in die Zeichenebene um, so kommt P* — die umgelegte Ecke — 
auf c zu liegen und es ist P*A = P^A, P*£ = P^£ und z. AP*B 
= jL c. 

Natürlich giebt es zwei Dreikante, die symmetrisch in Bezug auf 
die Zeichenebene liegen. Die ganze Aufgabe stimmt in ihrem Wesen 
mit der in 113 behandelten über ein. Auch erkennt man leicht, 
daß es nur dann eine Lösung giebt, wenn A + £ ^ f ist, was zwei 
analoge Relationen nach sich zieht. 

137, Konstruktion des Dreikants aus zwei Seiten A, B 
und dem eingeschlossenen Winkel c (Fig.98). Man lege die Seiten 
nebeneinander in 
die Zeichenebene <5* d^ 'f 

und drehe dann die 
eine A um die 
Kante ö bis sie mit 
B den gegebenen 
Winkel ' c ein- *^. . . .--//a --— >/c v/^ n . * 







N 



schließt. Ein Punkt 

Pq auf b^ be- ^"^^ \\ / .V-^^ 

schreibt hierbei 
wieder einen Kreis- 
bogen um c als 
Achse und seine 
Projektion eine 
Senkrechte zu c. Durch Umlegen des Kreisbogens in die Zeichen- 
ebene ergiebt sich der Bogen P^^a? dessen Centriwinkel = 2 R — /_ c 
ist. Lotet man von P^ auf PqM, so erhält man P' und damit b\ 
Dreht man die Seite ba = f um die Kante a, so beschreibt die 
Projektion von P eine Senkrechte zu a und es gelangt P nach P^, 
wobei SP^ = SP^ ist. Auch kann man LP^ = ZP^ aus dem recht- 
winkligen Dreieck PaP'X, dessen Katheten P^F=P^F und P'Z 
man kennt, bestimmen. Hiermit ist f und /_a—L^ P^LP' gefunden; 
der dritte Winkel des Dreikants bestimmt sich wie vorher. 

128. Konstruktion des Dreikants aus einer Seite A 
und den beiden anliegenden Winkeln b und c. Die Seite A 
lege man in die Zeichenebene und durch ihre Kanten b resp. c lege 
man Ebenen, die mit ihr den Winkel b resp. c einschließen; die 
Schnittlinie dieser Ebenen ist die gesuchte Kante a. Um a zu 
konstruieren, ziehe man in den Ebenen «^ = f und ac = B Haupt- 
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P' 



^--, 



.V' 



^^-a' 



linien, die in einer Parallelebene zur Zeichenebene liegen. In 
Fig. 99 sind ^P' und RP' die Projektionen solcher Hauptlinien, 
wenn Q^Q^ = S^Sf ist. Denn offenbar ist JR' die Projektion eines 
Punktes E der Ebene ac = B, dessen Abstand von der Tafelebene 
gleich B^B^ ist; analoges gilt für Q\ Der Schnittpunkt P unserer 

Hauptlinien ergiebt 
die Kante a = SP. 
Durch Umlegen der 
Seiten ac und ab 
in die Zeichenebene 
erhält man B und 
r in wahrer Größe. 
Die entsprechende 
Konstruktion ist 
nach den bereits 
behandelten Aut- 
gaben 126 und 127 
leicht zu ver- 
stehen. — ^ 

129. Kon- 
struktion des 
Dreikants aus zwei Seiten A, B und dem der Seite ^A 
gegenüberliegenden Winkel a. 



'a. 



Ji^'" 




Fig. 99. 






\ 



/ • 
v" 







Fig. 100. 

I.Lösung (Fig. 1 00). Wir breiten die beiden Seiten A und B neben- 
einander in die Zeichenebene aus, die wir mit der gesuchten Seite f 
zusammenfallen lassen. Nun drehen wir die Seite B um die Kante a, 
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bis sie mit der Tafelebene den Winkel a einschliesst. Indem wir 
dabei genau wie in 126 vorgehen, gewinnen wir P' und damit c und 
erkennen, daß P den Tafelabstand FP' = P^P' besitzt. Das von P 
auf die gesuchte Kante ö gefällte Lot PM hat die Länge PqM^q, 
woraus sich das Lot PM als Kathete eines Dreiecks mit der Hypo- 
tenuse P^M^ = PqMqq und der Kathete P^P' ergiebt. Man braucht 
also nur um P' einen Kreis mit dem Radius P'M^ zu ziehen, die 
gesuchte Kante b muß dann diesen Kreis berühren. Damit ist 
V == /_ab und /_b= /_ P^M^P' gefunden. Zur Kontrolle dient:. SM 



= SM. 



00' 



Ist, wie im vorliegenden Beispiel, A<B, — folglich P^M^^^P^L 
und P/^M^ < P^L — so schneidet der Kreis um P' die Kante a 
nicht und es giebt zwei ganz verschiedene Dreikante (abc und ab^c)^ 
oder gar keines, wenn P^M^^^P^P' ist. Ist dagegen A>B, so 
schneidet der Kreis um P' die Kante a und es giebt immer ein 
Dreikant so lange. A < B + f. 




-v^:^ 






p\ 



Fig. 101. 

130. 2. Lösung (Fig. 101). Wir lassen jetzt die Seite B mit der 
Zeichenebene zusammenfallen. Durch die Kante a legen wir eine 
Ebene mit dem Neigungswinkel a und um die Kante c als Achse einen 
ßotationskegel, indem wir die Seite A um ihre Kante c sich drehen 
lassen. Die gesuchte Kante b muß dann gleichzeitig auf dieser 
Ebene und diesem Kegel liegen. Um die Schnittlinie der Ebene und 
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des Kegels zu finden, benutzen wir eine zu c senkrechte Hilfsebene. 
die wir um ihre Spur in die Zeichenebene niederlegen. Unser Kegel 
weist in der niedergelegten Hilfsebene als Spur den Kreis mit dem 
Mittelpunkt Z und dem Radius ZB^ auf und unsere Ebene die 
Spur AP\ Denn ein Punkt P unserer Ebene, dessen Projektion 
P'=^Z ist, hat den Tafelabstand F'F = P^P, wo P^P Kathete 
des rechtwinkligen Dreiecks P^PM ist. Eine in M zu. a senk- 
rechte Winkelebene schneidet nämlich unsere Ebene in der Geraden 
PMy deren Umlegung in die Tafelebene offenbar MP^ ist und 
mit MP den Winkel a einschließt. Spurkreis und Spurlinie ÄF 
schneiden sich in B'\ dem Spurpunkt der gesuchten Kante h in 
der Hilfsebene, woraus sich sofort b' ergiebt. /_B'LÄ= L.c und 
die wahre Größe der Seite a^ = f erhält man durch Umlegen der- 
selben um die Kante a. In der Figur ist zu diesem Zwecke zu- 
nächst P nach P^ umgelegt, hierdurch AP^ und auf dieser Ge- 
raden B^ bestimmt. Zur Kontrolle dient die Gleichheit von ^\ 
und SB^. Eine zweite Lösung liefert der Punkt B^\ doch ist die 

.. , ,^' -,^ weitere Durchführung 

derselben unterlassen, 
um die Figur nicht 
zu sehr zu kompli- 
zieren. 

131. Konstruk- 
tion des Dreikants 
aus einer Seite B, 
einem anliegenden 
Winkel a und dem 
gegenüberliegenden 
Winkel Ä (Fig. 102). 
Lassen wir die 
Zeichenebene mit der 
gesuchten Seite f zu- 
sammenfallen und den- 
ken wir uns B in die- 
selbe niedergelegt. Als- 
dann drehen wir B um 
die Kante a, bis sie 



^C^S^ 




i. 



c<, 






Fig. 102. 



mit der •Tafelebene den Winkel a einschließt; ganz wie früher erhalten 
wir so B' und c und PPi^ als Tafelabstand des Punktes P. 
Durch c =^ SP ist nun eine Ebene zu legen, die mit der Tafelebene 
den Winkel b bildet. Die Spuren aller Ebenen durch P mit der 
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Tafelneigung = z_ ^ berühren nach 108 einen Kreis mit dem Mittel- 
punkt P'. Sein Radius ist eine Kathete des rechtwinkligen Drei- 
ecks P^P'M^y dessen andere Kathete gleich dem Tafelabstand 
PF' ist und dem Winkel b gegenüberliegt. 

Die Spur der gesuchten Seite A ist also die von S an unseren 
Ki-eis gelegte Tangente b. Die Tangente b^ liefert in unserer Zeich- 
nung ein Dreikant mit dem Winkel 2R— a, dagegen liefert die Ver- 
längerung von Äj über S hinaus, nämlich b^, mit a und c ein Drei- 
kant, welches die gegebenen drei Stücke B, a, ä besitzt. Es kann, 
ganz wie in der vorhergehenden Nummer, zwei oder keine oder 
eine Lösung geben, je nachdem S außerhalb, innerhalb oder auf 
dem Kreise um P' liegt. Mit b ist Seite ab = r gefunden, während 
sich die wahre Größe von A durch Niederlegen in die Tafelebene 
ergiebt. {MF> = M^P^. Kontrolle: SP^r=.SP^.). 




y 



Fig. 103. 



133. Konstruktion desDreikants aus seinen drei Winkeln 
fl, b, c, 1. Lösung (Fig. 103). Wir legen eine Seite, etwa A, in die 
Grundrißebene , und wählen die Aufrißebene senkrecht zur Kante c, 
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so daß die Ebene der Seite B die Kante c zur ersten, die Gerade, die 
mit der ar- Achse den Winkel c einschließt, zur zweiten Spur hat. Die 
gesuchte Seite f muß dann mit den Ebenen A resp. B die Winkel 
b resp. a einschließen, und kann noch durch einen beliebigen Punkt, 
etwa den Punkt P in TT2, gelegt werden. Da f mit A den Winkel b 
bildet, so muß sie den Kegel berühren, der durch Rotation von 
PQ um die Achse PF entsteht {/_PQF = /_h\ Ganz ebenso muß 
r den Kegel berühren, der durch Rotation von PU um die Achse PF 
entsteht {/_PRF= /_a, PF±_Ct). Es sind also die gemeinsamen 
Tangentialebenen der beiden Kegel mit den Achsen PP* und JPJF^ zu 
bestimmen und verfahren wir dabei wie in 114. Wir denken uns 
nämlich aus P' und F auf die gesuchte Tangentialebene die beiden 
Lote gefällt. Die Verbindungslinie ihrer Fußpunkte ist eine ge- 
meinsame Tangente t beider Kegel, ihr Schnittpunkt H mit P'JF ist 
ihr zweiter Spurpunkt und folglich PH die zweite Spurlinie der ge- 
suchten Seite r. Um H wirklich zu konstruieren, suchen wir die 
um P'F niedergelegte Tangente t^, deren Abstände von P' und /' 
gleich sind den Abständen dieser Punkte von den Geraden PQ und 
PR respective. Die Kante b, d. h. die erste Spur der Seite f, findet 
man nun als Tangente aus B an den ersten Spurkreis des Kegels, 
der durch Rotation von PQ um die Achse PF gebildet wurde. Die 
Kante a = SÄ\ legt man noch a um c resp. b nieder, so erhält man 
die wahre Größe der Seiten B und f. 

133. 2. Lösung (Fig. 104). Man zeichne zunächst ein Dreikant 
mit den drei Seiten: A^ = 2R — «, B^ = 2R— ^, fj = 2R— c, indem man 
ganz wie in 126 zu Werke geht. Dann wähle man auf den Kanten 
öj, ^1, Cj desselben die Punkte L^M^N respective, und errichte in ihnen 
Ebenen senkrecht zu den bezüglichen Kanten. Bei geeigneter Wahl 
von LjM^N liegt der Schnittpunkt S dieser Ebenen im Innern des 
Dreikantes a^b^c^\ die Ebenen schneiden sich dann in den Kanten 
des Polardreikantes mit dem Scheitel S^ das die vorgeschriebenen 
Winkel a, b, c besitzt. In der Figur ist die Spur AB der in 3' 
auf Cj normalen Ebene wie früher bestimmt. Die Spuren der in L 
auf a^ und in M auf b^ normalen Ebenen sind LK und MK\ sie 
schneiden aus den Seiten B^ resp. V^ die Geraden LH resp. MI 
aus, die in den umgelegten Seiten zu LH^ und MJ^ werden. Das 
gesuchte Dreikant hat den Scheitel S und die Kanten SJ, SH, SK, 
die auf den Seiten Ai,Bi,r^ respective senkrecht stehen. Die Seiten- 
flächen unseres Dreikantes sind HSJN^ JSKM und KSHZ, deren 
wahre Größe wir durch Umlegen in die Zeichenebene finden. So 
erhält man KS^J^M, indem man S^K und J^J' X_KM zieht, 
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J^M=J^M maqht und S^J^ durch den Spurpunkt von JS, d. h. 
durch AB x /'S ' zieht ; ganz ehenso findet man KS^H^L ( L MJ^S^ = R, 
Z_ ZH^S^ = R, KS^ = KS^. Von dem Vierecke SJNH kennt man 
die wahre Länge aller Seiten und die Winkel /_SJN=1^ und 
/_SHN=^ und kann also die wahre Größe S^J^N^H^ zeichnen 
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Fig. 104. 



e/^^iV'^ = jojvo, H^N^ = n^N^, B^S^ = JI^S^). Damit ist dann 
/_a= /L H^S^K, L.h= L. J^S^K und /_c= /_ J^S^H^ gefunden. 

134. Nachdem wir Dreikante aus Seiten und Winkeln kon- 
struiert haben, könnten wir solche auch aus anderen Bestimmungs- 
stücken konstruiren. Es wird jedoch in solchen Fällen öfters ge- 
boten sein, die Formeln der sphärischen Trigonometrie zu 
benutzen, um zu solchen Bestimmungsstücken zu gelangen, die ein 
einfaches Zeichnen ermöglichen. Bei drei beliebig gewählten Be- 
stimmungsstücken wird die Aufgabe häufig unlösbar, nämlich dann, 
wenn sie von Gleichungen höheren Grades abhängt. Um hier ein 
konstruierbares Beispiel zu geben, soll ein Dreikant aus einer 
Seite A, dem gegenüberliegenden Winkel z_a und dem Nei- 
gungswinkel der Kante a gegen die Seite A — L. ak^ a — 
gezeichnet werden. 

Wir errichten in einem Punkte A der Kante a eine zu ihr 
senkrechte Ebene E, die die Kanten h und c resp. in B und C 
schneidet (Fig. 105). Verschiebt man A auf ö, so verschiebt sich auch 
B auf h und C auf c, so daß durch geeignete Wahl von A die Linie 
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BC eine vorgeschriebene Länge erhält. Läßt man nun A mit der 
Zeichenebene zusammenfallen, nimmt in dieser BC beliebig an und 
legt die Ebene E um ihre Spur BC um, so muß man zwei Drei- 
ecke CBS und CBAq mit folgenden Eigenschaften erhalten. l_BSC 

= A A und z_ BA^C 
= L.a\ die Lote aus A^^ 
und S auf BC treflfen 
diese Linie in dem 
gleichen Punkte F^ da 
aA,BC und Z. PSA = a. 
Man konstruiere also über 
BC als Sehne zwei Kreise, 
von denen der erstere 
den Winkel A, der letz- 
tere den Winkel a als 
Peripheriewinkel faßt. 
Dann sind S und A^ auf 
diesen Kreisen so zu be- 
stimmen , daß A^S JL BC 
und A^F\ SF = sin a ist. 




Z4' 



■■0 
nun 



JL^ und JK 



'0 



Fig. 105. 



Sind 



den gesuchten Strecken 
FA, 



.0 resp, 
so ist: 



FS gleich, 



M^A,^ = M,L,^ + L,A,^ = M,J^ + JC^ 
und NS^ = NK^ + KS^ = NJ^ + J(?, 

also durch Subtraktion: 

M^L^^ - M^J^ = NE} - NJ^, 

oder indem man die Differenz der Quadrate zerlegt : 

wobei Z^Äo = -^0^0-^0^ ^»<i ^^ = NK^NJ ist. 

Berücksichtigt man noch die Relation i/Q/:£/= sin o;, so folgt 
schließlich: 

sin u^LqJ'.KJ^KQ'.LqRq, 

. MqRq = MqJ und iVQ = NJ sind bekannt, es gilt also nur noch 
JZq und JK mit Hilfe der letzten Gleichung zu finden. Trägt man 
aber im Punkte / die Strecke JR^ = JBq so an, daß Z_ B^JB = a 
ist, zieht in jB® eine Senkrechte zu JB^ und in Q eine Senkrechte 
zu e/Q, die sich in schneiden, so liegt K auf einer zu JB^ durch 
gezogenen Parallelen und Z^ auf einem von K auf JB^ gefällten 
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Lote. In der That ergiebt sich aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
i/VX und QKO sofort: 

Zo-/: JK= QK:KO = QK:Z^E^. 

Hiermit ist FÄ^ = JL^ bekannt und die Kanten des gesuchten 
Dreikantes können unmittelbar gezeichnet werden. 

Für das Umlegen der Seiten B und f genügt es zu bemerken, 
daß Cä^^CAq und Cä^±Sä^, sowie BA^^BA^ und BA^ 
A^SA^ ist. 

Allgemeines über Vielflache; reguläre Vielflaclie. 

185. Unter einem Vielflach oder Polyeder ist ein räum- 
liches Gebilde zu verstehen, das von ebenen Vielecken begrenzt 
wird und tiberall geschlossen ist. Die ebenen Vielecke heissen die 
Seitenflächen oder kurz Seiten, ihre Seitenlinien die Kanten 
des Vielflachs. In jeder Kante stoßen zwei Seitenflächen aneinander. 
Die Eckpunkte jener ebenen Vielecke sind zugleich die Ecken des 
Vielflachs, in denen also mindestens drei Kanten — und ebenso- 
viele Seitenflächen — zusammenstossen. Zwei Vielflache, die in den 
bezüghchen Seitenflächen einerseits und in den bezüglichen körper- 
lichen Ecken andererseits übereinstimmen, sind kongruent resp. 
symmetrisch. 

Zwischen der Anzahl der Ecken, der Anzahl der Seitenflächen 
und der Anzahl der Kanten eines Vielflachs besteht eine Beziehung, 
die Euler abgeleitet hat. Sie lautet: Beim Vielflach ist die 
Zahl der Seiten vermehrt um die Zahl der Ecken gleich 
der Zahl der Kanten vermehrt um 2. 

Zum Beweise gehen wir von einem Vielflach mit F Flächen, 
E Ecken und K Kanten aus, nehmen von demselben eine Seiten- 
fläche nach der anderen weg, bis zuletzt nur noch eine einzige 
Fläche übrig bleibt, und sehen zu, welche Veränderung hierbei die 
Zahl : F + E — K erfährt. Bei Beseitigung der ersten Fläche re- 
duziert sich diese Zahl um eine Einheit. Es entsteht nämlich 
dadurch ein offenes Vielflach, das einen freien Band besitzt; 
die Zahl der Flächen hat sich dabei um 1 vermindert, die der 
Kanten und Ecken jedoch nicht. Freilich gehören diese teilweise 
dem Rande des offenen Vielflachs an. Bei Beseitigung jeder wei- 
teren Fläche reduziert sich jene Zahl nicht mehr. Denn beim 
Abtrennen einer Seitenfläche, die n aufeinanderfolgende Kanten des 
freien Bandes enthält, vermindert sich F um 1, Kvoai n und E um 
(n — 1). Nach der Ausführung von {F -- 1) Operationen wird also 
die obige Zahl sich nur um 1 vermindert haben, so daß sie dann 
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gleich F + E — K — 1 ist. Es ist aber jetzt nur noch ein Seiten- 
polygon vom ganzen Vielflach übrig, so daß die Zahl der Eckei. 
nun gleich der Zahl der Kanten ist, mithin muß 

F^ E-- K^ 1 = 1, oder: F+ E==K+2 sein. 

Bei dieser Beweisführung wurde vorausgesetzt, daß jedesmal 
die Seitenfläche, die man abtrennt, an den freien ßand grenzt, 
aber nur mit einer Anzahl aufeinanderfolgender Kanten. Würde 
dagegen eine Seitenfläche entfernt, die an zwei getrennten Stellen 
— mit Kanten, die nicht aufeinander folgen — an den Kand des 
offenen Vielflachs grenzt, so würden zwei getrennte Ränder ent- 
stehen. Das kann vermieden werden, wenn nicht zuletzt alle Seiten- 
flächen an zwei Stellen an den freien Band angrenzen; dann gilt 
der obige Satz nicht mehr, vielmehr müssen Modifikationen ange- 
bracht werden, auf die jedoch hier nicht eingegangen werden soD. 
Läßt sich auf einem Vielflach keine geschlossene Folge von Kanten 
angeben, ohne daß das Vielflach in zwei getrennte Teile zerfallt, 
wenn man es längs dieser Kantenfolge aufschneidet, so sind die oben 
geschilderten Operationen immer möglich und der Satz ist gültig. 

136. Legen wir uns jetzt die Frage vor: wie viele Be- 
stimmungsstücke (Konstanten) enthält ein Vielflach? 
Oflfenbar ist ein Vielflach durch die Wahl seiner Eckpunkte völlig 
bestimmt. Die Wahl eines Raumpunktes hängt aber von drei 
Konstanten ab — etwa seinen Abständen von drei festen Ebenen. 
Die Annahme sämtlicher Eckpunkte ergiebt demnach 3 E Konstanten. 
An dieser Konstantenzahl sind indeß noch zwei Korrektionen anzu- 
bringen. Erstens ist durch die Annahme der Eckpunkte im Baume 
nicht nur die Gestalt des Vielflachs an sich, sondern auch seine 
räumliche Lage fixiert. Die Bestimmung der räumlichen Lage 
eines Gegenstandes erfordert aber 6 Konstanten. Denn einen Punkt 
desselben kann man an eine bestimmte Stelle im Baume bringeo, 
das bedingt 3 Konstanten, einer Achse durch jenen Punkt kann 
man eine bestimmte Richtung geben, das bedingt zwei weitere 
Konstanten, und um jene Achse kann man den Gegenstand noch 
drehen, was noch eine Konstante erheischt. Die Zahl 6 ist also 
von der ursprünglich gefundenen Zahl zu subtrahieren. Zweitens 
können nicht alle Endpunkte ganz beliebig angenommen werden, 
wenn die Seitenflächen nicht lauter Dreiecke sind. Ist z. B. eine 
Seite des Vielflachs ein Viereck, so können nur drei Ecken desselben 
beliebig im Räume angenommen werden, die vierte muss dann in 
der Ebene der drei ersten liegen. Jedes Viereck, das dem Viel- 
flach angehört, vermindert also die Zahl der Konstanten um 1. 
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Ebenso vermindert jedes Fünfeck die Zahl der Konstanten um 2, 
da die vierte und die fünfte Ecke in der Ebene der drei ersten 
liegen müssen, u. s. w. 

Die Gesamtzahl aller Seitenflächen hatten wir F genannt, 
und wir wollen nun mit F^y F^, F^, .... die Anzahl der drei- 
eckigen, viereckigen, fünfeckigen .... Seiten bezeichnen, so daß: 

F=F^+F^ + F,+ ist. 

Die Zahl der willkürlichen Konstanten eines Vielflachs ist nun: 

SF- F^'-2F^-3Fq-- -6. 

Mit Berücksichtigung der Kelation: F + F=^£+2 wird sie: 

SK-^SF- F^-^2F^ - 3i^e - , 

oder: 3Z- [3 jPg + ^F^ + bF^ + 6/^ + ] 

Der Klammerausdruck ist aber = 2K, da jede F^ drei, jede F^ vier 
Kanten liefert u. s. f., wobei dann jede Kante zweimal gezählt ist. 
Wir erkennen also: Jedes Vielflach enthält ebensoviele 
willkürliche Konstanten als Kanten. 

Daraus folgt, daß, wenn die Kanten eines Vielflachs sowie ihre 
Vertheilung in die Seitenflächen gegeben sind, im allgemeinen nur 
eine endliche Zahl von Vielflachen existieren können. 

137. Aus dem Eulerschen Satze können wir eine Reihe von 
Schlüssen ziehen, wenn wir bestimmte Voraussetzungen über die 
Art der Seitenflächen und der Ecken eines Vielflachs machen. 
Nehmen wir an, daß alle Seitenflächen des Vielflachs Dreiecke 
und alle Ecken Dreikante sind, so ergiebt sich das Vierflach 
mit 4 Ecken. Sind die Flächen Dreiecke, aber die Ecken 
vierkantig, so erhält man das Achtflach mit 6 Ecken; sind 
endlich die Flächen Dreiecke, aber die Ecken fünfkantig, so ent- 
steht das Zwanzigflach mit 12 Ecken. Für alle diese Fälle ist 

nämlich £=^ also F= 2^-4, und ferner ä: =^, wo n = S, 

resp. 4, resp. 5 zu nehmen ist. Vielflache, deren Seitenflächen 
Dreiecke sind, können nicht lauter sechskantige und mehrkantige 
Ecken aufweisen, wie sich direkt aus dem Eulerschen Satze ergiebt. 

Nehmen wir nun an, ein Vielflach besitze lauter viereckige 
Seitenflächen, so daß K= 2Fy und E = F +2 ist, und seine Ecken 
seien Dreikante, dann ist es ein Sechsflach mit 8 Ecken. 
Wollte man voraussetzen, alle Ecken seien Vierkante, Fünf- 
kante etc., so würde der Eulersche Satz wieder zu einem Wider- 
spruch führen. 

Ein Vielflach kann auch lauter fünfeckige Seitenflächen be- 

RoHK u. Papperitz. I. 7 
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sitzen; sind dann alle Ecken Dreikante, so hat man es mit dem 
Zwölfflach mit 20 Ecken zu thun. 

138. Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, daß nicht 
alle Annahmen über die Zahlen der Ecken und Flächen, welche 
dem Eul er sehen Satze genügen, auch wirklich einem Vielflache 
entsprechen. Einige Beispiele mögen dieses erläutern. Gehen wir 
von dem Falle aus, daß alle Seitenflächen Dreiecke sind, so folgt 

ET 

aus dem Euler sehen Satze die Zahl der Ecken: E = — + 2. Be- 

zeichnen wir die Zahl der Dreiecke, Vierecke etc. wie vorher mit 
i^3, F^ etc. und analog die Zahl der Dreikante, Vierkante etc. mit 
E^y E^ etc., so ergeben sich folgende Fälle. 

Ist F^ = 4, also E = 4, so findet man ein Vielflach mit E^ = 4. 

Ist F^ = 6, also jS = 5, so findet man ein Vielflach mit jBg = 2 , ^^ = 3. 

Ist iPg = 8, also jE = 6, so findet man ein Vielflach mit E^=E^=iE^ = 2 
und eins mit : E^= 6, 
Dagegen kann weder ein Vielflach mit : E^ = Ef,= 1, E^^ 4: noch 
ein solches mit: E^ = E^=i existieren, wie man sich leicht über- 
zeugt, obgleich diese Zahlen den weiter oben angeführten Eelationen 
genügen. 

Ist i^3 = 10, also E =^1, so giebt es Vielflache mit: ^^3 = J5ß= 3, 
^g=l, oder mit: E^ = Eq=2, £4 = 8, oder mit: E^ = E^ = E^ = 2, 
Eq = 1, oder mit: ^g = 1 , E^= Eg = 3, oder mit: E^ =5, E^=^ 2. 
Andere Vielflache kann es dagegen hier nicht geben, so z. B. existiert 
ein Vielflach mit E^=2, E^=l, E^ = 4 nicht, obgleich die ange- 
führten Relationen diese Möglichkeit zulassen. Diese Beispiele 
mögen zur Beleuchtung des Gesagten genügen. 

189. über die allgemeine Konstruktion von Vielflachen ist 
hier wenig zu sagen. Das Augenmerk ist dabei besonders auf die 
Zeichnung der Seitenflächen und der körperlichen Ecken zu richten; 
erstere basiert im wesentlichen auf Dreieckkonstruktionen und ist 
dabei die Affinität zwischen beiden Projektionen einer solchen Seiten- 
fläche zu beachten, letztere auf der Konstruktion von Dreikanten. 
Ein Vielflach aus seinen Kanten und ihrer Anordnung in die Seiten- 
flächen zu zeichnen müsste nach 136 möglich sein, doch giebt es 
in den einfachsten Fällen bereits eine größere Anzahl von Lösungen, 
die durch Bestimmung der Wurzeln einer Beihe von quadratischen 
und höheren Gleichungen gefunden werden müssen, so daß das Pro- 
blem zu große Schwierigkeiten bietet. 

Bei der Projektion eines Vielflachs haben wir einen sicht- 
baren und einen unsichtbaren Teil zu unterscheiden. Jeder pro- 
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jizierende Strahl, der das Vielflach durchschneidet, enthält einen 
sichtbaren und einen oder mehrere unsichtbare Punkte seiner Ober- 
fläche; der sichtbare Punkt ist derjenige, der am weitesten von der 
Projektionsebene absteht, die anderen Punkte sind verdeckt. Es 
giebt auf dem Vielflach ein Polygon (oder mehrere), in dessen 
Punkten die projizierenden Strahlen das Vielflach nur streifen; 
dieses Polygon wird als der wahre Umriß und seine Projektion 
als der scheinbare Umriß bezeichnet. Der wahre Umriß trennt 
offenbar im allgemeinen den sichtbaren Teil der Oberfläche von dem 
unsichtbaren; es kann indessen vorkommen, daß er selbst unsicht- 
bar ist, womit auch die beiderseits anliegenden Seitenflächen un- 
sichtbar werden. In allen Fällen wird das erwähnte Kriterium aus- 
reichen zu entscheiden, ob ein Teil sichtbar ist oder nicht. Am 
besten wählt man dazu projizierende Strahlen, die zwei Kanten des 
Vielflachs treffen, also durch den Schnittpunkt ihrer Projektionen 
gehen; aus der anderen Projektion kann man dann unmittelbar er- 
sehen, welcher der beiden Punkte der Projektionsebene näher liegt 
und also verdeckt wird. Die unsichtbaren Kanten eines Vielflachs 
sind in den Zeichnungen punktiert. 

140. Ein Vielflach, das nur reguläre, unter sich kon- 
gruente Flächen und ebenso reguläre, unter sich kon- 
gruente Ecken besitzt, heißt regulär. Nach 137 giebt es 
folgende reguläre Vielflache: das Vierflach (Tetraeder), Acht- 
flach (Oktaeder) und Zwanzig flach (Ikosaeder), die von Dreiecken 
begrenzt werden, das Sechsflach (Würfel, Hexaeder), das von Qua- 
draten und das Zwölf flach (Dodekaeder), das von Fünfecken 
gebildet wird. 

Die Konstruktion der regulären Vielflache. Wir können 
hier vom Vierflach und vom Würfel absehen, da ihre Konstruktion 
zu einfach ist. Beim regulären Achtflach stoßen in den Ecken 
je vier gleiche Kanten zusammen, die ein reguläres Vierkant bilden 
und deren Endpunkte deshalb ein Quadrat bestimmen. Hieraus er- 
kennt man, daß die 12 Kanten des Achtflachs drei Quadrate bilden, 
deren Ebenen auf einander senkrecht stehen. Der Schnittpunkt dieser 
Ebenen ist Mittelpunkt des regulären Achtflachs; ihre Schnittlinien 
sind die drei Diagonalen oder Achsen desselben und tragen die 
6 Ecken; sie sind zugleich die Diagonalen der genannten Quadrate. 

Um das Achtflach darzustellen, stellen wir etwa eine Achse 
senkrecht zur Horizontalebene, sie projiziert sich dann im Aufriß 
in wahrer Länge, während die beiden anderen Achsen im Grundriß 
in wahrer Länge erscheinen. Der Grundriß wird demnach ein 
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Quadrat mit seinen beiden Diagonalen^ im Aufriß liegen die Punkte 
C"iy'B"F" auf einer Parallelen zur ar- Achse, da das Quadrat 
CEBF zum Grundriß parallel ist (Fig. 106), 




Fig. 107. 



Wir geben noch eine zweite Darstellung des Achtflachs, in- 
dem wir eine Seitenfläche in die Grundrißebene legen, etwa A ACE 
(Fig. 107). Der Mittelpunkt des Achtflachs liegt senkrecht über der 
Mitte jeder Seitenfläche, also fällt O mit dem Mittelpunkt von 
A ACE' zusammen. Verlängert man OJ, OC und OE um sich 
selbst über hinaus, so erhält man die Achsen AB^ CD und Et\ 
so daß 0' die Projektionen ÄF, CB und EF halbiert, wodurch 
sich der Grundriß bestimmt. Im Aufriß ist Ä'C'E" die ar- Achse, 
B'If'F' II X und ist hier nur noch der Abstand dieser beiden Parallelen 
zu finden. Hierzu können wir etwa die Seite AB benutzen, von der 
wir die Projektion AB und die wahre Länge (= ^'C") kennen. 
Jener Abstand ist = B^Bf ^ wenn B^Ä = ÄC ist. 

141. Konstruktion des Zwölfflachs. Die Ecken des 
Zwölfflachs sind reguläre Dreikante; errichtet man in den Mitten 
dreier, in einer Ecke zusammenlaufenden Kanten senkrechte Ebenen, 
so schneiden sich diese in einem Punkte , der auf der Mittel- 
senkrechten jedes der drei regulären Fünfecke liegt, die jene körper- 
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liehe Ecke bilden. Durch geht demnach jede Ebene, die in der 
Mitte irgend einer Kante der genannten drei Fünfecke auf dieser 
senkrecht steht. Daraus geht weiter hervor, daß durch die 
Mittelsenkrechte jeder Seitenfläche geht, die an zwei jener drei 
Fünfecke angrenzt. Durch Fortsetzung dieser Betrachtung folgt: 
liegt über den Mitten aller Seitenflächen und ist von 
allen Ecken des Zwölfflachs gleich weit entfernt, man 
nennt deshalb den Mittelpunkt. Die Seitenflächen sind 
paarweise parallel und die Ecken liegen paarweise auf 10 
Achsendurch 0. Man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man 
das Zwölfflach um 
eine zu einer Fläche 
senkrechte Achse 
durch dreht, und 
zwar um einen 
Winkel, der fR 
(oder ein Vielfaches 
davon) beträgt. Es 
nimmt dann das 
Zwölfflach wieder 
die nämliche Lage 
ein; die Fläche 
senkrecht zur Dreh- 
achse bleibt; von 
den fünf angren- 
zenden Flächen 
geht jede in die 
Lage der nächsten 
über. Gleiches gilt 
von den fünf 
Flächen, die an 
jene anstoßen, so 
daß die letzte Fig. 108. 

Fläche bei der Drehung ihre Lage beibehalten, also auf der Dreh- 
achse senkrecht stehen muß. 

Bei der Darstellung mag eine Fläche in den Grundriß fallen, 
eine zweite ist dann hierzu parallel und erscheint in der Projektion 
wie diese als reguläres, aber um 2 R gedrehtes Fünfeck. Die der 
ersteren anliegenden 5 Flächen werden sich dann im Grundriß als 
kongruente Fünfecke projizieren, ebenso die 5 Flächen, die an die 
zweitgenannte angrenzen (Fig. 108). 
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Die Horizontalprojektionen der 20 Eckpunkte kommen auf zwei 
konzentrische Kreise zu liegen. Das Basisfiinfeck sei ABCDE, ein 
angrenzendes ABHGF. Um seine Projektion zu erhalten, denke man 
sich dasselbe um AB gedreht, bis es mit dem Basisfünfeck zu- 
sammenfällt und HqGqFq in CJDU zu liegen kommen. BHxmd ebenso 
BH' schließt mit BA und BC gleiche Winkel ein und, da ff^H' J_ AB, 
ist H' bestimmt; hiermit sind alle Ecken im Grundriß gefunden. 
Als Kontrolle dient der Umstand, daß sich GqHq = J)C und G'H' 
auf der Verlängerung von AB schneiden müssen. Im Aufriß liegen 
die Ecken zu je 5 auf vier Parallelen zur :r- Achse, deren Abstände 
man gewinnt durch Bestimmung der Abstände HE' und GG\ Zur 
Ermittelung derselben wähle man eine Hilfsebene TTg _L AB und 
zeichne in ihr eine Seitenansicht des Fünfecks ABHGF, das hier als 
Gerade erscheint (Zff'" = Zff^, X(?'"= GJ), wo dann H"'H' und 
G'"G^ die gesuchten Abstände sind. Selbstverständlich ist von den 
4 Parallelen die zweite ebensoweit entfernt von der ersten, wie die 
dritte von der vierten. 

Zur Konstruktion können auch die folgenden Beziehungen ver- 
wendet werden. Es sei r^ der Eadius des Kreises durch ABCBEST , . . 
und r^ der des Ejreises durch FG'H'J'K' . . . . ; ferner sei s die Seite 
und d die Diagonale des Fünfecks ABCLE, Dann ist r^:r^ = 
r'K:I^'q=s:d; ferner MN' = r^ und B^N' = r^, da BfN\\P'(^\\ GM 
und J/'JV' II O'E; endlich RF' = r^, da RFSa ein Parallelogramm 
ist. Daraus folgt noch ER' = r^— r^ und da P'Q^ : EE = r^\r^ ist, 
folgt weiter: r^'.r^ = r^\r^ — r^ oder: d:s ^ s:d — s, wie ja bekannt. 
Offenbar ist Z'JV' ±_ WE und da die Diagonale ZiV^||TTi, so stehen 
die Diagonalen LN und NU auf einander senkrecht. Gleiches gilt 
für je zwei Diagon^ilen, die in der nämlichen relativen Lage sich 
befinden, so ist NR JL RF\ aber es ist die Ebene NRF ±_ TTg, dem- 
nach ist NR ebenso gegen TTi (resp. TTg) geneigt wie RF gegen TT3 
(resp. üi) und da NR== RF^ d] ergiebt sich: R"F" = EN = r^ 
und Rf'N' = EF = r^. 

Aus dem Gesagten geht auch hervor, dass die 8 Eckpunkte 
NRFELTHC die Ecken eines Würfels bilden. 

143. Wir wollen das Zwölfflach noch in einer zweiten Lage 
zeichnen, wobei eine Achse, etwa^ F, vertikal gestellt sein mag (Fig. 109). 
Die drei von^ ausgehenden Kanten, etwa AB, AG, AJD, haben gleiche 
Neigung unter sich und gleiche Neigung gegen die Horizontalebene, 
sie projizieren sich also als gleiche Strecken, deren Neigungswinkel 
^ R betragen. Die erste Spurlinie der Ebene ^^Cist a^J_Al/, und 
die in dieser Ebene gelegene Seitenfläche .^^i7/'C erhält durch Umlegen 
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um «1 in die Grundrißebeiie die Lage äSqEqFqCqj wo UqFq \\a^. Da 
^^0 _L ö^i, so kann man JS' und ebenso C, 1/ angeben. Benutzt man 
eine Hilfsebene TTg _L «i im Punkte X, so erhält man in ihr als Seiten- 
ansicht des Fünfecks ABUFC die Gerade XF"F'\ wo X£'"=XJS^ 
und XjE'" gleich dem Lot 
von X auf F^F^ ist. FF 
ist dann parallel zu a^ und 
gleich FqFq und geht ver- 
längert durch F"\ 

Ganz in gleicher Weise 
finden sich die ersten Pro- 
jektionen der Eckpunkte 
G,R,J,£; die 10 übrigen 
Eckpunkte liegen diesen dia- 
metral gegenüber und sind 
dadurch direkt gegeben, 
somit ist der Grundriß des 
Zwölfflachs bestimmt. Zur 
Kontrolle dient, daß sich 
B'F' und SqFq auf a^ schnei- 
den müssen. Um den Aufriß 
zu zeichnen, suchen wir zu- 
erst noch den Seitenriß 0"' 
von 0. liegt aber senk- 
recht über dem Mittelpunkt 
Z des Fünfecks ABFFC, 
also ist 0"'^'" i. ZZ'" und 
:?^'" = äZq. Da man nun 
Grundriß und Seitenriß von 
B, jBund kennt, kann man 




Fig. 109. 



unmittelbar ihre Aufrisse finden und hieraus, wie leicht zu erkennen, 
die Aufrisse sämtlicher Ecken und so den Aufriß des Zwölfflachs selbst. 

Auch hier mögen wieder die Beziehungen zwischen den ein- 
zelnen Strecken erwähnt werden. Wenn wir. wie vorher, mit s und 
d Seite und Diagonale des Fünfecks bezeichnen, ^o ist d:s = s:d'-s = 
G'Df : CA = G'S : B.'L\ da sich die Projektionen paralleler Strecken, 
wie die Strecken selbst verhalten. Nun ist: BS r= CA^ also 
s:d — s= CA : G'S\ und durch Einfügen in die obige Relation kommt: 
d:s:d -- s =^ CA : G'S' : R'L'. Nimmt man CA an, so kann man hier- 
nach die anderen Strecken finden. 

Die Diagonalen MB und BG liegen wieder in einer Vertikal- 
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ebene und stehen aufeinander senkrecht (vergl. 141), folglich ist 
{M''-\x)^{iy'-\x) = D'G' und {G'' -^ x) -- {!/' -\ x) = MD\ Die 
Kanten ACuuA HZ sind zu jenen Diagonalen parallel, also ist auch: 
((7"H :r) = H'Z' und {^^ x) - {^"H x) = AC\ 

143. Konstruktion des Zwanzigflachs. Beim Zwanzig- 
flach stoßen in jeder Ecke fünf Kanten zusammen, die ein reguläres 

Fünf kant, und deren 




Endpunkte ein regu- 
läres Fünfeck bilden. 
Je zwei aufeinander- 
folgende Seiten des 
Fünfecks sind zwei 
Kanten des Zwanzig- 
flachs, die nicht der 
nämlichen Seiten- 
fläche angehören. 
Umgekehrt bilden je 
zwei von einer Ecke 
ausgehende Kanten, 
die nicht der gleichen 
Seitenfläche angehö- 
ren, zwei Seiten 
eines regulären Fünf- 
ecks, dessen andere 
Seiten ebenfalls Kan- 
ten des Zwanzig- 
flachs sind. Ganz 
ähnlich wie beim 
Zwölfflach zeigt man 
auch hier, daß die 
Eckpunkte paar- 
weise auf 6 
Fig. 110. Achsen liegen, 

die durch einen Punkt, den Mittelpunkt, gehen, daß 
dieser Mittelpunkt senkrecht über der Mitte jeder Seiten- 
fläche liegt und daß diese paarweise parallel sind. 

Wählt man bei der Darstellung eine Achse etwa AQ senkrecht 
zum Grundriß, so bilden die Endpunkte der Kanten, die von ^4 aus- 
strahlen, ein horizontales Fünfeck, ebenso die der von Q ausstrah- 
lenden Kanten. Die Eckpunkte beider Fünfecke liegen sich diametral 
gegenüber, wonach sich der Grundriß sofort ergiebt (Fig. 1 10). Um den 
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Aufiriß zu zeichnen, braucht man nur noch die Abstände der beiden 
horizontalen Fünfecke von der G-rundrißebene zu kennen. Sind nun 
die Kanten aus Ä der Reihe nach AB, ÄC, AB, AE, AF, und ist 
Äj die erste Spur der Fläche ABC, so ist a^ JL AE', Durch Um- 
legen von A ^^Cum a^ erhält man das gleichseitige Dreieck AB^C^, 
In einer Hilfsebene TT3 _L «i ina Punkte X sucht man den Seitenriß 
B"' von B {XBq = Z5"0 und den Seitenriß Z''' von dem Mittelpunkte 
Z des A ABC {AZ^ = XZ'y Da der Mittelpunkt des Zwanzig- 
flachs senkrecht über der Mittel des A ABC liegt, soist^'"0'"i.ZB'". 
Aus Grund- und Seitenriß von B und findet man aber die Auf- 
risse dieser beiden Punkte und damit die Aufrisse aller 12 Eck- 
punkte. Man hätte bei der Konstruktion auch das ebene reguläre 
Fünfeck mit den Seiten AB und AJD, dessen erste Spurlinie auf 
AC senkrecht steht, benutzen können, dann wäre die Konstruktion 
von überflüssig geworden. 

TJjie Höhe der Ecken über der Horizontalebene bestimmen sich 
auch durch folgende Betrachtung. Es ist AI/± BF und folglich 
auch AB J_ BF, da 5i^ horizontal; analog ist AEj_BG, da diese 
Kanten in der gleichen gegenseitigen Lage sich befinden wie jene. 
Man folgert daraus (wie in 141), daß A''E'' = B'G' und B"G"^AE'. 

144. Legt man bei der Darstellung eine Seitenfläche des 
Zwanzigflachs etwa A ABC in die Grundrißebene hinein, und sind 
die Kanten aus A der Keihe nach AB, AC, AB, AE, AL, so läßt sich 
die räumliche Lage von AB, AE, AL in folgender Weise bestimmen 
(Fig. 111). AB, Ad, AB bilden ein Dreikant, für das /_BAC^ 
L. GAB = |K und /_ BaB = f R ist, da ja nach Früherem BA und 
AD zwei Seiten eines regulären Fünfecks sind; ganz ebenso bestimmt 
sich die Kante AL, Auch die Kanten AB, AC, AE bilden ein 
Dreikant, für das l_ BAC = f R und i_ GAE = a BAE = f R ist. 
Man zeichnet zunächst das vliüAB umgelegte Kantenfünfeck BAEqGqHq 
und dreht es um AB zurück, so daß E' auf die Halbierungslinie des 
A BAC zu liegen kommt; durch Affinität findet man auch & und 
H' {E'B = WA, GqEq X GE auf AB). Beachtet man noch, daß 
die Ecken paarweise diametral einander gegenüberliegen, so kann 
man den Grundriß vollständig zeichnen. Im Aufriß liegen die 
12 Ecken zu je drei auf vier Geraden parallel zur ar-Achse, deren 
Abstände noch zu konstruieren sind. Dies geschieht wieder durch 
Benutzung einer Hilfsebene TT3 ± AB im Punkte X, in der man die 
Seitenrisse E'" und C' zeichnet. 

Anstatt das Fünfeck BAEGH zu benutzen, hätte man auch 
das Fünfeck CALHJ bei der Konstruktion verwerthen können. 
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Wiederum kann man gewisse Streckenbeziehungen zur Kon- 
struktion von Grund- und |Aufriß verwerten. Ist nämlich Tj der 
Radius des Kreises durch ÄBCG' . . . und r^ der des Kreises durch 
BERJ' .:., so geht die Beziehung: OB\OH ^BC\EK' über 




Fig. 111. 

in : Tj : Tg = 5 : c^, wo s und d Seite und Diagonale eines regulären 
Fünfecks sind. Da MC = r^ und MC : H'B = d:s = r^:r^ = r^:r^-r^, 
folgt: H'B = r^ — r^, und da die Kanten JK und HB zu einander 
senkrecht stehen, ergiebt sich wie früher: H"B" = J'K' ^r^ und 
rK"=H'B^r^-r^. 

146. Außer den angeführten gewöhnlichen regelmäßigen 
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Vielfachen giebt es noch regelmäßige Vielflache zweiter Art. 
Es existieren verschiedene solche Vielflache, die dadurch charak- 
terisiert sind, daß entweder die Seitenflächen reguläre Stemfiinfecke 
oder die Ecken reguläre Sternflinfkante sind. Diese Vielflache 
lassen sich aus den gewöhnlichen Vielflachen ableiten, indem ihre 
Ecken entweder wie die des Zwölf- oder wie die des Zwanzigflachs 
angeordnet sind. Sie sollen hier nicht weiter untersucht werden, 
vielmehr mag es genügen, auf das Memoire sur les polygones 
et les polyödres von Poinsot (Journ. de Töcole pol. 1810, cah. X, 
p. 16) hinzuweisen, in dem dieselben eingehend studiert werden. 

146. Es mögen hier noch einige Fragen besprochen werden, 
die sich auf die einfachsten Vielflache, nämlich Tetraeder und 
Würfel beziehen. 

Von einem Tetraeder kennt man beide Projektionen, 
jedoch nur der Form nicht der Xa^e und Größe nach; das- 
selbe sei zu zeichnen. Die gesuchten Projektionen nennen wir 







Fig. 112. 

wie gewöhnlich ÄFC'iy und Ä'B'C"L"\ die gegebenen Figuren 
seien Ä^B^C^D^ und A^B^C^B^ und zwar setzen wir voraus, daß: 
A^B^C^B^ r^ Ä'B'C'B" und A^B^C^B^ '^ÄBCB' (Fig. 112). In der 
That können wir den Grundriß des Tetraeders auch der Grpße nach 
wählen, also kongruent zu A^B^C^B^ annehmen; damit ist dann 
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auch die Größe des gesuchten Tetraeders fixiert. AB CD' und 
Ä'B'C'iy' sind nun dadurch als orthogonale Projektionen des näm- 
lichen Tetraeders charakterisiert, daß die Linien ÄÄ\ FB\ C'C\ 
\ lyiy senkrecht zu einer Geraden, nämlich der ar- Achse, stehen, 

I also untereinander parallel sind. In dem Schnittpunkte der Geraden 

i Ä'B' und C'iy fallen die Aufrisse ¥' = G" zweier Punkte zu- 

sammen, deren Grundrisse F und G' resp. auf ^'.5' und CB liegen; 
dabei ist: ÄF : FB = Ä'F" : F'B' und CG' : G'B = CG" : 0"iy\ 

Ist ^3^2 X ^2-^3 = ^2 = ^2 ^^^ ^^^^ ^\ ^^^ ^1 ^^^ homologen 
Punkte zu F' und G' in der Figur J^B^C^D^, so folgen aus jenen 
Kelationen die weiteren: A^F^ : F^S^ = J^F^ : F^B^ und C^G^iG^L^ 
= C^G^i ©2^2? wonach sich F^ und G^^ direkt zeichnen lassen. Legt 
man nun die Figur A^B^C^L^F^G^ so in die Grundrißebene, daß 
F^ G^ _L ar- Achse wird, so stellt sie den gesuchten Grundriß unseres 
Tetraeders vor. Um den Aufriß zu finden, ziehe man durch D' 
eine Parallele zu FG\ die AB in H' schneiden mag und bestimme 
//g auf ^2^2 gemäß der Kelation: A^H^:H^B^ = ÄR\E'B, Nun 
gebe man der Figur A^B^C^L^F^H^ eine solche Lage, daß -ögfi, 
in die Verlängerung von BR fällt, dann ist. der gesuchte Aufiiß 
zu dieser Figur ähnlich und ähnlich gelegen. Man hat nur B'^=B^ 

zu wählen und auf den Geraden i^2^2? -^2^2 ^^^ -^2^2 ^^® Punkte 
A"B' und C beziehentlich so zu bestimmen, daß ÄÄ', BB\ CC 
senkrecht zur x-Achse sind. 

147. Einen Würfel von gegebener Kantenlänge zu 
zeichnen, wenn man die Richtung der ersten Projektionen 
seiner Kanten kennt. 

Sei A eine Ecke und seien AB, AC, AB die drei von dieser 
Ecke ausgehenden Kanten des Würfels, so mögen A und die Rich- 
tungen b'cd, auf denen die Punkte BCB' gelegen sind, gegeben 
sein (Fig. 113). Da nun die Kante ^5 auf der Seitenfläche AGB senk- 
recht steht, so steht b' auf der ersten Spurlinie von AGB senkrecht. 
Analoges gilt für die beiden anderen Kanten. Das Spurendreieck 
\C^B^ in einer horizontalen Hilfsebene ist also so beschaffen, 
daß b\ c , d seine Höhen sind; dabei kann ein Spurpunkt, etwa B^^ 
noch beliebig gewählt werden, was einem bestimmten Abstand der 
Ecke A von der Hilfsebene entspricht. Legt man jetzt die Ebene 
B^AC^ um die Spur B^G^ in die Hilfsebene um, so erhält man 
B^AqG^j wo AAq _l B^Cj^ und B^Aq _l C^A^] ganz ebenso findet man 
C^A^B^ durch Umlegen der Ebene C^ABy Auf A^B^, A^C^ resp. 
A^C^ und AW^ trägt man die Kantenlänge des Würfels gleich 
AqB^ = 4qCq = A^G^ ^ AW^ aitf und gewinnt dann durch Zurück- 
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drehen der umgelegten Ebenen -B', C, D' und damit die erste 
Projektion des Würfels. Um einen Aufriß des Witrfels zu zeich- 
nen, hat man noch 
die Abstände der 
Ecken ABCJ) von 
der Hilfsebene zu 
bestimmen, was in 
bekannter Weise 
geschieht ; so er- 
giebt sich z. B. der 
Abstand J^Q als Ka- 




^' J^-X- 



.-M^:" 



--«?.. 




r,-^^ 



^^'"" 



o 



' \-' ! 



^ 



-^0 \ 






^: 






'M 



'•^. 



.,'' 



Fig. 113. 



thete eines recht- 
winkligen Dreiecks, 
dessen Hypote- 
nuse = ÄqJ und 
dessen andere Ka- 
thete = äJ ist. 

148. Einen 
Würfel zu zeich- 
nen, wenn man 
die Längen der 
ersten Projek- 
tionen der Kan- 
ten kennt. 

Eine Ecke des 
Würfels, etwa Ä, 
verlegen wir in die 

Horizontalebene, sind dann B^ C und I) die benachbarten Ecken 
und £'j C\ B' ihre Projektionen, so ist: 

AB'^ + BE^ = ÄC^ + CC'^ = AB'^ + BB'^ = Ä^ 
wo k die Länge der Kanten des Würfels bedeutet. Nun läßt sich 
aber auch leicht zeigen, daß: 

BB^ + CC^ + BB'^ = k^ 
ist. Errichtet man nämlich in A eine Vertikale, macht sie = k 
und fällt von ihrem Endpunkte Lote auf die Kanten AB, ACy AB, 
so werden auf ihnen Strecken abgeschnitten, welche resp. gleich 
BB, CC\ BB sind. Diese in A zusammenstoßenden Strecken be- 
stimmen ein rechtwinkliges Parallelepipedon, dessen Diagonale eben 
jene Vertikale k ist. Für ein solches Parallelepipedon gilt aber 
der Satz: daß die Summe der Quadrate dreier zu einander recht- 
winkliger Kanten gleich dem Quadrate der Diagonale ist. 
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Aus jenen Eelationen folgt nun die weitere: 

AB"^ + AC^ + Aiy^ = 2 ä2, 
die unmittelbar eine Konstruktion der Kantenlänge k ermöglicht. 

wie dies Fig. 114 zeigt 
(wobei AB ^h, AC = c 
AB' = d). Hiermit kennt 
man auch sofort die Nei- 
gungswinkel, die die Xanten 
AB, AC, AB mit der Hori- 
zontalebene einschließen. 
Nimmt man nun eine Auf- 
rißebene zu Hilfe^ die einer 
Kante y etwa AB, parallel 
ist und dreht die beiden 
anderen Kanten AO und 
AB um eine in A vertikale 
Achse, bis sie zur Aufriß- 
ebene parallel sind, so er- 
hält man A''B\ ^'C^\, 
Ä'B^\ AB = b, AC^ = c, 
AB^' = d. Dreht man jetzt 
die beiden Kanten AC und 
AB wieder zurück bis sie 
ihre richtige räumliche Lage 
eingenommen haben, d. h. 
bis sie beide auf AB senk- 
recht stehen, so erhält man 
die gewünschten Projek- 
tionen Ä'C, Ä'B" (wo C^'C II B^'B' II ar- Achse, Ä'C' JL Ä'B', 
Ä'B' J_ Ä'B') und AC, AB (wo AC' = AC^', AB = AB^'). Die 
weiteren Kanten des Würfels lassen sich dann unmittelbar in ihren 
Projektionen zeichnen. 

149, Einem Vierflach eine K^ugel umzuschreiben. 
Der Einfachheit halber mögen drei Ecken des Vierflaehs ABCL 
in der Horizontalebene gelegen sein (Fig. 115). Dann gehört der 
Kreis durch die Ecken ABC der Kugel an und ihr Mittelpunkt M 
liegt senkrecht über dem Mittelpunkt M dieses Kreises. Wählt 
man nun /auf diesem Kreise so, daß iZ/lJa:- Achse, so ist BJ 
eine Sehne der Kugel, die zur Aufrißebene parallel ist. Nun geht 
jede in der Mitte einer Kugelsehne zu ihr senkrechte Ebene durch 
den Kugelmittelpunkt. Die Mittelebene der Sehne BJ projiziert 
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sich aber im Aufriß als eine Gerade, die auf D'^tT' in der Mitte 
senkrecht steht, auf der also M' sich befinden muß. Wählt man 
endlich auf dem Kreise durch 
AJBC einen Punkt £ so, daß 
M'£\\ a:- Achse, so ist MX ein 
Kugelradius, dessen wahre 
Größe gleich M'T' ist, wo- 
nach sich die Kugelprojek- 
tionen direkt zeichnen lassen. 

150. Einem Vierflach 
eine Kugel einzube- 
schreiben. 

Der Kugelmittelpunkt muß 
von den vier Flächen des 
Körpers gleichen Abstand 
besitzen. Sind nun A, JB, C, D 
wieder die vier Ecken und 
konstruiert man drei Ebenen, 
die die Flächenwinkel längs 
der Kanten AJS, SC, CA hal- 
bieren, so hat ihr Schnitt- 
punkt oflfenbar gleichen Ab- 
stand von den vier Seiten- 
flächen, ist also der gesuchte Kugelmittelpunkt. Durch ihn gehen 
natürlich auch die Halbierungsebenen in den anderen Kanten. Je 
nachdem man nun bei jenen Kanten die Innen- oder die Außen- 
winkel halbiert, erhält man acht verschiedene MögHchkeiten und 
demnach acht einbeschriebene Kugeln, die freilich die Flächen nicht 
alle selbst, sondern teilweise ihre Verlängerungen berühren. Hal- 
biert man überall die Innenwinkel, so liegt die einbeschriebene 
Kugel im Innern des Vierflachs. 

Um diese Kugel zu finden, setzen wir wieder voraus, daß die 
Ecken ABC in der Grundrißebene liegen, dann können wir uns zur 
Konstruktion der Halbierungsebenen in den Kanten AB, BC, CA der 
folgenden Methode bedienen (Fig. 116). Die Halbierungsebene durch 
die Kante AB schließt mit der Seite ABB und der Grundrißebene 
gleiche Winkel ein, also auch mit jeder anderen Horizontalebene. 
Legt man denmach durch die Ecke I) eine horizontale Hilfsebene, 
so wird dieselbe von jener Halbierungsebene in einer Hilfsspur c 
geschnitten {c||^jB), und es muss B von c und AB gleichen Ab- 
stand besitzen, d. h. es muß BH = BL sein, denn A BHL ist gleich- 
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schenklig wegen der Gleichheit der Winkel bei H und L. Nun be- 
stimmt sich DE als Hypotenuse eines rechtwinkb'gen Dreiecks mit 
den Katheten lyH und ly'E, man hat dann nur lyL = BL = DE 
auf die Verlängerung von ED' aufzutragen, um L' und damit c zu 
finden. Analog verfährt man, um die Projektionen ä und b' der 
Bülfsspuren a und b bei den Halbierungsebenen durch die Kanten 
BC und CA zu gewinnen. Bezeichnen wir jetzt das Dreieck der 
drei Hilfsspuren mit J^B^C^, so sind AA^, ^^u CG\ <Ü6 gegensei- 
tigen Schnittlinien unserer Halbierungsebenen und ihr gemeinsamer 
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Fig. 116. 

Punkt ist der gesuchte Kugelmittelpunkt {(/ = AA^ x BB^' x CC^ 
und 0" auf Ä'A^'), Der Kugelradius ist gleich dem Abstände des 
Punktes 0" von der ar-Achse. 

Für die Halbierungsebene des Außenwinkels an der Kante AB 
gilt wiederum die Beziehung, daß der Abstand ihrer Hilfsspur von 
B gleich BE ist, nur ist dieser Abstand in entgegengesetzter Rich- 
tung wie vorher aufzutragen. Hieraus folgt sofort die Konstruktion 
der anderen berührenden Kugeln. 

Die horizontale Hilfsebene kann auch in beliebigem Abstand 
von der Grundrißebene gewählt werden. Dann hat «man zunächst 
das Hilfsspurdreieck der Flächen BAB, BBC^ BCA zu zeichnen, 
was eine geringe Abänderung obiger Konstruktion nach sich zieht. 
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Ebene Schnitte und Netze von Vielflachen, insbesondere Prismen 

und Pyramiden. 

151. Ist ein beliebiger Körper mit ebenen Begrenzungsflächen 
durch seine beiden Projektionen gegeben und soll man einen ebenen 
Schnitt durch denselben ausführen, so geschieht das im allgemeinen 
in der Weise, daß man seine Kanten mit der Ebene zum Schnitt 
bringt. Zu diesem Zweck benutzt man am besten zwei parallele 
Geraden in der Schnittebene, etwa zwei Hauptlinien a||Ä||TTi. Um 
nun auf einer Kante JK den Schnittpunkt S zu finden, denkt man 
sich durch JK eine vertikale ^ 

Hilfsebene gelegt, die die i-Jf- ^ If" 

Schnittebene in PQ schneidet, 
dann ist: /'JT'x P"Q" = ä". Auf 
diese Weise bestimmt man die 
Ecken des Schnittpolygons; von 
den Kanten sind dabei natür- 
lich nur diejenigen zu benutzen, 
die wirklich von der gegebenen 
Ebene geschnitten werden. Um 
die wahre Gestalt der Seiten- 
flächen unseres Körpers sowie 
des Schnittpolygons zu zeichnen, 
müssen die bezüglichen Ebenen 
zu einer Projektionsebene pa- 
rallel gedreht werden, so wie es 
in 96 geschehen ist. Es ge- 
nügt natürlich die gedrehte 
Lage einer Ecke eines solchen 
Polygons zu bestimmen, die 
anderen Ecken ergeben sich 
dann aus der Affinität, die zwischen Projektion und wahrer Ge- 
stalt des Polygons besteht. Legt man alle Seitenflächen eines 
Vielflachs in einer Ebene nebeneinander, so daß jede mit der voran- 
gehenden eine Kante gemein hat, so erhält man das Netz des 
Vielflachs. 

Außer der geschilderten Methode können auch noch andere 
angewendet werden, wie das die weiteren Beispiele zeigen. Es 
werden indeß hierbei nur Schnitte von speziellen Körpern unter- 
sucht, bei denen sich meist die allgemeine Konstruktion etwas ver- 
einfacht. 




^1 /- 



Fig. 117. 



ROHN II. Papperitz. I. 



8 
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153. Eine prismatische Fläche entsteht, wenn eine G-erade 
an einem ebenen, offenen oder geschlossenen Polygon so hingleitet, 
daß sie dabei beständig die gleiche Richtmig beibehält. Das Po- 
lygon heißt Leitlinie, die bewegliche Gerade in einem Eckpunkt 
des Polygons wird Kante, in jeder anderen Lage aber Seite ge- 
nannt. Zwei parallele Ebenen schneiden die prismatische Fläche 
in kongruenten Polygonen, das von ihnen begrenzte Stück der 
Fläche heißt Prisma. Jene Polygone heißen die Grund- oder 
Basisflächen, die übrigen Flächen (Parallelogramme) die Seiten- 
flächen des Prismas. Stehen die Grundflächen senkrecht auf den 
Kanten, so ist das Prisma gerade, sonst ist es schief. Der Abstand 
der Grundflächen heißt die Höhe. 

Eine pyramidale Fläche entsteht, wenn eine Gerade an 
einem ebenen Polygon so hingleitet, daß sie dabei beständig durch 
einen festen Punkt geht. Das Polygon heißt wieder Leitlinie, 
die bewegliche Gerade wieder Kante oder Seite, je nachdem sie 
durch eine Ecke des Polygons verläuft oder nicht; den festen Punkt 
nennt man Spitze oder Scheitel. Parallele Ebenen schneiden 
die Fläche in ähnlichen und ähnlich gelegenen Polygonen resp. 
Polygonstücken. Die pyramidale Fläche besteht aus zwei symme- 
trischen sich im Scheitel gegenüberstehenden Flächenteilen. Eine 
Ebene schneidet eine solche Fläche in einem Polygon, oder in 
mehreren Polygonstücken, je nachdem eine Parallelebene durch den 
Scheitel die Fläche weiter gar nicht oder in mehreren Seiten 
schneidet. 

Das von einer Ebene und dem Scheitel begrenzte Stück einer 
pyramidalen Fläche bestimmt zusammen mit dem ebenen Polygon 
die Pyramide. Letzteres wird Grundfläche, die übrigen Flächen 
(Dreiecke) werden Seitenflächen genannt. Unter der Höhe der 
Pyramide versteht man das von der Spitze auf die Basisfläche ge- 
fällte Lot. 

158. Ein reguläres Prisma, dessen Achse gegeben ist, 
zu zeichnen, sowie einen ebenen Schnitt zu führen und 
das Netz des einen Teiles anzugeben (Fig. 118). 

Beim regulären Prisma sind die Grundflächen reguläre Poly- 
gone und die Kanten stehen auf ihnen senkrecht; die Verbindungs- 
linie ihrer Mittelpunkte ist die Achse, die offenbar zu den Kanten 
parallel ist. Sei JK die Achse und AqB^CqDqEq das um die Haupt- 
linie h der Grundebene zu TTi parallel gedrehte reguläre Polygon, 
so benutze man eine vertikale Hilfsebene durch JK und drehe sie 
parallel TTi um die Hauptlinie JL, Die mit der Hilfsebene gedrehte 
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Achse des Prismas ist dann «TiT^; die Projektion von ÄqBqCqBqE^ 
auf die Hilfsebene fällt mit J'K\ diejenige von ÄBCBE mit Ä^B^ 
zusammen, wo Ä^D^ J_ J'K^ und TÄ^ = [Ä^ H ä'). Aus der Hilfs- 
projektion des Basispolygons ergeben sich aber sofort sein Grund- 
und Aufriß [Ä^Ä || Ä' und Ä^Ä l_ K etc., Ä^Ä = (Ä' H TT) etc.). 
Hierauf lassen sich die Projektionen des Prismas leicht vervollstän- 
digen. Ist die Schnittebene E durch ihre Spuren e^, e^ gegeben, so 




Fig. 118. 

zeichne man zunächst in ihr eine Hauptlinie i. Die Vertikalebene 
in B^M schneidet E in der Geraden FG, E' ist also der Aufriß 
der auf BM gelegenen Ecke des Schnittpolygons. Hiemach lassen 
sich die Projektionen dieses Polygons QRSTU angeben; denn es ist 
H''l^' II F'G" und H' = e^ x CIST etc. Um seine wahre Größe 
Q^RqS^T^Uq zu finden, legen wir es um die Spur e^ inTTa um; dabei ist 

8* 
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QqQ!' 1. «2 ^iid Qo^ ist die Hypotenuse eines Dreiecks mit den Ka- 
theten Q"X und [Qi — I x). Zur Bestimmung der übrigen Punkte kann 
man auch die Affinität von q'E'STU" und q^R^S^T^U^ benutzen. 

Um das Netz des einen Stückes des Prismas mit der Grrund- 
fläche ABCBE und der Grenzfläche QRSTU zu zeichnen, braucht 
man nur zu bedenken, daß die Seitenflächen Trapeze sind, deren 
Seiten man kennt. Im Trapez ABRQ ist AB = A^B^, QR ;= Q^R^, 
AQ = A^Q^ und i_ ABR = a.BAQ=R', ferner ist :AQ:BR: CS: DT: UU 
= A''Q" :F'E' : CS" : B"T' : E"V\ In der Figur ist Aq^ = 2 J!'q' 
und q^q\\'AE gewählt; ist dann ebenso AR^=^2Ä'R!', etc., so 
muß auch R^R\\AE sein, etc. Es mag noch erwähnt werden, daß 
auch die Fünfecke ABCBE und qRSTTJ affin sind, die Affinitäts- 
achse ist die Schnittlinie ihrer beiden Ebenen, auch die Projektionen 
sind infolgedessen affin. 

154. Von einem schiefen Prisma soll das Netz ent- 
wickelt werden (Fig. 119). Seine Grundfläche ABCB mag in der 
Horizontalebene liegen und die Projektionen der Kante AK mögen 
gegeben sein, dann lassen sich die Projektionen des Prismas direkt 
zeichnen. Um das Netz zu bestimmen verfährt man am besten so, 
daß man einen Schnitt senkrecht zu den Kanten ausfuhrt und dessen 
wahre Größe sucht. Dazu benütze man eine zu den Kanten pa- 
rallele Vertikalebene als Seitenrißebene und zeichne den Seitenriß 
des Prismas. Die Ebene des Normalschnittes hat die Spuren 
e^ J_ ÄK[, e^ _L A"K'% e^ j_ A'^'K'" und der Seitenriß des Schnitt- 
polygons fällt mit e^ zusammen, woraus sich auch seine anderen 
Projektionen ergeben. Um die wahre Größe von LMNO zu finden, 
legt man dieses Viereck um e^ in TTi nieder, was mit Hilfe des 
Seitenrisses . in bekannter Weise geschieht. Die Vierecke ABCD, 
L'MN'O^ und L^M^Nfi^ sind affin, e^ ist für alle drei die gemein- 
same Affinitätsachse. 

Schneidet man die prismatische Fläche längs einer Kante auf 
und breitet sie in eine Ebene aus, so werden alle Kanten parallel 
und die Seiten des Normalschnittes bilden Stücke einer dazu senk- 
rechten Geraden. Hiernach kann man das Netz zeichnen, indem 
man die Teilstücke der Kanten aus dem Seitenriß direkt entnehmen 
kann. In der Figur ist nur das Netz des einen Stückes des Prismas 
entworfen. 

Handelt es sich nur um das Netz, so kann man die Projek- 
tionen des Normalschnittes fortlassen, da alsdann die Konstruktion 
seiner wahren Gestalt L^M^Nfi^ genügt. Wollte man einen schiefen 
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Schnitt zeichnen, so könnte man ganz wie vorher beim geraden 
Prisma verfahren. 







Fig. 119. 



155. Eine beliebige Pyramide mit einer Ebene zu 
schneiden und ihr Netz zu entwickeln (Fig. 120). Wir wollen 
annehmen, daß die Basisebene ABCBE der Pyramide mit der Hori- 
zontalebene zusammenfällt; aus der Lage dieses Polygons und der 
der Spitze gehen die Projektionen der Pyramide hervor. Sind e^ und 
^2 die Spuren der Schnittebene E, so kann man zunächst /= ASxE. 
in der bekannten Weise finden. Das Schnittpolygon JKLMN be- 
stimmt sich dann dadurch, daß es mit ABCBE in perspektiver 
Lage ist (vergl. 166), d. h. daß die Schnittpunkte homologer Seiten 
AB X 'IK, BC X AT/, CD x EM, .... auf e^ liegen, wie das ja klar 
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ist. Die Konstruktion läßt sich auch in der Weise ausführen, daß 
man eine horizontale Hilfsebene durch die Spitze S benutzt. E be- 
sitzt dann die Hilfsspur e^\\e^ und die Seitenfläche SAB die Hilfs- 
spur 8Q\\äB und es ist J*K' die Verbindungslinie des Punktes 
e^ X AB mit e^ X S'(^\ analog konstruiert man KL' etc. Endlich 
könnte man bei der Konstruktion wieder eine Hilfsebene JL e^ wählen 
und würde dann wie bei 'den vorausgehenden Aufgaben verfahren. 







Fig. 120. 



Um das Netz zu zeichnen, legt man die Schnittflächen um ihre 
Basislinien nieder, also SAB um AB, SBC um BC^ etc. ; so entsteht 
S^AB und JqKq und es ist J'K' x JqK^ = AB x e^ etc. Das Po- 
lygon JKLWSf legt man um die Spur e^ in TTi nieder. 

156. Eine abgestutzte vierseitige Pyramide zu zeichnen, 
wenn das Basisviereck, sowie der Neigungswinkel a der 
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Schnittfläche gegen die Basis gegeben sind, und die Stutz- 
fläche ein gegebenes Parallelogramm ist. 

Um eine vierseitige Pyramide mit dem Scheitel 8 und dem 
Grandviereck ABCB in einem Parallelogramm JKLM zu schneiden, 
muß man die Schnittebene parallel den Geraden SV =^ SAB x 8CB 
und Är= SBC X SBA wählen (Fig. 121). Der Schnittpunkt von JK 
(in SAB) und LM (in SCB) muß nämlich auf Ä?/. liegen, und da 
JK\\LM, so folgt weiter JK\\SV\\LM, Die Seiten des Parallelo- 
gramms JKLM sind paarweise den Geraden SU und SV parallel. 




Fig. 121. 

Die Diagonalen JL und KM des Parallelogramms müssen in den 
Ebenen &4(7resp. SBB gelegen sein, also muß JL\\^SY und KM\\ SX 
sein, wo SF= SACx SUF und SX= SBB x SUF ist. Hiemach läßt 
sich nun die Konstruktion leicht durchführen. Mit ABCB ist auch 
U, F, X und Y bekannt. Denken wir uns die Ebene SUF um UV 
in TTi umgelegt, so bestimmt sichÄ^ dadurch, daß L. US^F= /_J^K^L^ 
und z_ FS^X= /_ Zj^K^M^ ist; S^ erscheint also als Schnittpunkt 
zweier Kreise, die über den Sehnen UF und VX resp. beschrieben 
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sind und die bezüglichen Winkel als Peripheriewinkel über diesen 
Sehnen fassen. Mit Hilfe einer Ebene TTg ± UF drehen wir jetzt 
S^UF um ÜF, bis dieses Dreieck mit TTi den gegebenen Winkel a 
einschließt, dann ist S (/?, /S") die Spitze einer Pyramide, von der der 
gesuchte Pyramidenstumpf ein Teil ist. In der That schneidet jede 
zu ÜSF parallele Ebene aus dieser Pyramide ein Parallelogramm, 
welches zu dem gegebenen J^K^L^M^ ähnlich ist. Legt man nun 
noch die Seitenfläche SAB um A£ in TTi um, so bestimmt sich 
JqKq in ihr dadurch, daß JqKq = J^K^ und J^K^ \\ S^U ist]- dadurch 
ergiebt sich dann sofort J'K' und somit das Parallelogramm und 
die Spur der Stutzfläche in der Basisebene. 

Die Aufgabe: eine abgestumpfte vierseitige Pyramide zu 
zeichnen, wenn die Vierecke in der Grund- und in der 
Stutzfläche sowie der Neigungswinkel a dieser beiden 
Flächen bekannt sind, läßt sich ähnlich behandeln, doch ist 
hierbei auf die Darlegungen des folgenden Kapitels zu verweisen. 
Man bringt nämlich beide Vierecke auf der nämlichen Ebene in 
Perspektive Lage und dreht dann die Ebene des einen Vierecks 
um die Achse der Perspektivität, bis sie mit der anderen Ebene 
den Winkel a einschließt; schließlich hat man nur noch die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Vierecke zu verbinden. 

Durchdringung zweier Vieiflache. 

157, Zwei Vielflache schneiden sich — falls sie überhaupt 
ineinander eindringen — in einem oder mehreren räumlichen Viel- 
ecken, deren Eckpunkte auf den Kanten der Vielflache liegen und 
in deren Seiten sich die Flächen beider durchschneiden. Die Seite 
eines Durchdringungspolygons verbindet entweder zwei Kanten des 
nämlichen Vielflachs oder eine Kante des einen Vielflachs mit einer 
des anderen. Im ersteren Falle müssen beide Kanten der näm- 
lichen Seitenfläche angehören und die nämliche Fläche durchstoßen, 
im zweiten Falle muß jede der beiden Kanten diejenige Fläche durch- 
stoßen, welche von der anderen begrenzt wird. Besteht die ganze 
Durchdringungsfigur aus einem einzigen Polygon, so sagt man, 
daß die Vielflache ineinander eindringen, oder daß das eine ein 
Stück aus dem anderen ausschneidet; bildet sie dagegen mehrere 
Polygone, so sagt man, ein Vielflach durchdringe das andere. 

Eine Seite der Durchdringungsfigur ist sichtbar, sobald sie 
in zwei sichtbaren Flächen gelegen ist, wenn man jedes Viel- 
flach für sich allein betrachtet, in allen anderen Fällen ist sie un- 
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sichtbar. Eine solche Seite ist demnach stets unsichtbar, wenn 
ihr einer Endpunkt auf einer unsichtbaren Kante eines Vielflachs 
liegt; sie kann aber auch unsichtbar sein, wenn sie zwei sichtbare 
Kanten verbindet, die dann entweder dem gleichen Vielflach an- 
gehören müssen oder von denen eine auf dem scheinbaren Umriß 
liegen muß. 

Um die Durchdringungsfigur zu konstruieren, kann man die 
Seiten des einen Vielflachs mit denen des anderen zum Schnitt 
bringen, man erhält so die Seiten dieser Figur, deren Ecken sich 
auf den unverlängerten Kanten der Vielflache befinden müssen 
(Flächenverfahren). Man kann aber auch die unverlängerten 
Kanten jedes der beiden Vielflache mit den Seiten des anderen 
schneiden, wodurch sich die Ecken der Durchdringungsfigur ergeben. 
Es sind dann diese Ecken in solcher Folge zu verbinden, daß je 
zwei aufeinanderfolgende Ecken bei beiden Vielflachen in der näm- 
lichen Seite liegen (Kantenverfahren). Das letztere wird ge- 
wöhnlich angewendet. 

158. Die Durchdringung eines Würfels mit einem 
Tetraeder zu zeichnen (Fig. 122). Eine Diagonale des Würfels 
soll auf TTi senkrecht stehen. Um ihn in dieser Lage zu zeichnen, 
gehen wir von einer speziellen Lage aus, wobei die Würfelseite 
äBqCqDq in TTi liegt und drehen den Würfel um die Gerade a 
(a J_ ^^o)> ^^^ seine Diagonale ÄC^ zu TTj senkrecht wird. Hierzu be- 
nutzen wir, wie bekannt, eine zu a senkrechte Hilfsebene als Seiten- 
riß, mit ihrer Vermittelung ergeben sich Grund- und Aufriß des 
Würfels. Das Tetraeder mag durch seine Projektionen gegeben 
sein. Wir wenden hier das Kantenverfahren an. Die erste proji- 
zierende Ebene durch G^i/^ schneidet die Würfelseite BB^C^C in der 
Geraden KL und es ist G"H'' x K'L" = V ein Eckpunkt des Durch- 
dringungspolygons. Die Kante GR durchdringt ferner die Seite 
AA^B^B im Punkte 10. Ganz in gleicher Weise sind auf den 
übrigen Kanten des Tetraeders, sowie auf denjenigen des Würfels 
die Durchstoßpunkte zu bestimmen. Natürlich werden nicht alle 
Kanten an der Durchdringung teilnehmen und um sich keine über- 
flüssige Mühe zu machen, wird man am besten in der folgenden 
Weise vorgehen. Ist eine Ecke des Durchdringungspolygons, etwa 
\ = GHx BB^C^C gefunden, so ist seine Seite 1,2= GHF x BB^C^C, 
der Eckpunkt 2 muß also auf einer Kante der einen oder anderen 
Seitenfläche hegen. Wir können nun irgend eine Kante der einen 
Fläche mit der anderen zum Schnitt bringen; befindet sich dieser 
Schnittpunkt auf der Kante und der Fläche selbst, so ist er der 
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Punkt 2, liegt er dagegen auf der Verlängerung von Kante oder 
Fläche, so befindet er sich auf der Verlängerung von 1,2. Grleich- 
wohl ist hierdurch die Richtung der Seite 1,2 und damit oflfenbar 





--"\ 






s « 






Fig. 122. 

auch der Eckpunkt 2 gefunden, der auf der Berandung der einen 
und im Innern der anderen Fläche gelegen sein muß. So würden 
wir, wenn wir in der Figur die Kante CC^ benutzt hätten, direkt 
den Punkt 2 gewonnen haben, während wir bei Benutzung der 
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Kante HF zunächst ihren Schnittpunkt JV und damit l,iV und so 
auch 2 erhalten würden. 

Die Eeihenfolge der Ecken des Durchdringungspolygons ergiebt 
sich sofort aus der Bemerkung, daß zwei aufeinanderfolgende Ecken 
bei beiden Vielflachen der nämlichen Seitenfläche, resp. deren Be- 
randung, angehören müssen. So finden sich die Folgen der Ecken: 



10 = GH xäBB^Ä^ 

11 = GHFxJB^Ä^ 
12=HF XÄ^B^C^L^ 
1S=FF XÄ^B^C^B^ 
U=FEGxÄ^B^ 
15=FG xä^B^Bä 
10 = GH XÄ^B^BA 



5 = HFxBA 

8 = FGx BAA^B^ 

9 = FFx BAA^B^ 
5 = HF xBA 



1= GH X BB^C^C 
2 = GHFx C^C 
S = HF X CC^B^B 

4 = SFB X CB 

5 = HF X BA 

6 = HFG X CB 

7 = BFG X CC^ 
1 = HG X BB^C^C 

Im Punkte 5 treffen sich zufällig zwei Kanten und es laufen 
von ihm vier Durchdringungslinien aus. Was die Sichtbarkeit der 
einzelnen Linien anlangt, so genügt das, was in voriger Nummer im 
allgemeinen darüber gesagt worden ist. Es folgt daraus, daß die 
sichtbaren Teile der Durchdringungsfigur immer von den Umrissen 
der beiden Vielflache begrenzt werden. Von einer Ecke dieser 
Figur, die auf dem sichtbaren Teil des Umrisses liegt, geht stets 
eine sichtbare und eine unsichtbare Seite aus. 

159. Die Durchdringung eines Prismas und einer Py- 
ramide, die auf der Horizontalebene aufstehen (Fig. 123). 

Es läßt sich hier am bequemsten das Flächen verfahren durch- 
führen, indem man außer TTi noch eine horizontale Hilfsebene TTg 
durch die Spitze der Pyramide verwendet. Jede Seitenfläche der 
Pyramide besitzt in TTg eine zu ihrer ersten Spur parallele Hilfsspur 
durch Sj während die parallelen Spuren der Seitenflächen des 
Prismas die Seiten kongruenter Vierecke bilden. Mit Hilfe dieser 
Spurlinien findet man die ersten und die Hilfsspurpunkte der Seiten 
der Durchdringungsfigur. In der Figur ist die obere Grenzfläche 
des Prismas bereits so gewählt, daß sie durch S hindurchgeht; liegt 
dieser Fall nicht vor, so muß erst das zu EFGH kongruente Schnitt- 
polygon gezeichnet werden. Die Seitenflächen SBC und EFKJ 
schneiden sich in der Geraden NN^^ wo N = BC x FF, A\ = JKx SN^ 
und 8N^ \\^C ist; diese Gerade nimmt nun insoweit an der Durch- 
dringungsfigur teil, als sie zugleich im Innern der beiden Vielecke 
SBC und EFKJ liegt, d. h. in der Erstreckung von 1 nach 2. In 
2 setzt sich dann die Seite 2, 3 an, die ebenfalls der Fläche EFKJ 
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angehören muß und von der der erstgenannten Pyramidenseite 
benachbarten Seite CDS ausgeschnitten wird. In gleicher Weise 
läßt sich die ganze Durchdringung im Grundriß zeichnen. Den 




I f 



Fig. 123. 

Aufriß erhält man entweder durch direktes Hinaufloten der Punkte 
r, 2', 3', . . . oder durch Hinaufloten der Spurpunkte N, N^. . . • 
160. Das hier geschilderte Verfahren läßt sich mit geringer 
Abänderung auch bei der Durchdringung von Prisma mit Prisma. 
Prisma mit Pyramide und Pyramide mit Pyramide bei allgemeiner 
Lage anwenden. Im ersten Fall wähle man zwei parallele Hilfe- 
ebenen senkrecht zum Aufriß (oder Grundriß), die sonst beliebig 
sein können; sie schneiden die Prismen in kongruenten Vielecken. 
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deren parallele Seiten als Hilfsspuren der Prismenflächen betrachtet 
werden können. Zwei Hilfsspuren in der nämlichen Hilfsebene 
und die entsprechenden in der anderen liefern die beiden Hilfsspur- 
punkte einer Seite des Durchdringungspolygons, das im Grundriß 
unmittelbar gezeichnet werden kann. Tritt an Stelle eines gegebenen 
Prismas eine Pyramide, so schneiden die Hilfsebenen nicht kon- 
gruente, sondern ähnliche Vielflache aus. Gewöhnlich wird man in 
diesem Falle eine Hilfsebene durch die Spitze der Pyramide legen. 
Analog verfährt man bei zwei Pyramiden. 

161. Die Durchdringung zweier Pyramiden in all- 
gemeiner Lage (Fig. 124). Das Kantenverfahren läßt sich hier 
in besonderer Weise abändern, wie es sich später noch in anderen 
Fällen vorteilhaft erweisen wird. Verbindet man die Spitzen beider 
Pyramiden durch eine Gerade a und legt durch dieselbe eine be- 
liebige Ebene, so schneidet sie jede der beiden Mantelflächen in 
zwei oder mehr Geraden, deren gegenseitige Schnittpunkte auf der 
Durchdringungsfigur gelegen sind. Wählt man die Ebene durch a 
speziell so, daß sie eine Pyramidenkante enthält, so ergeben sich 
auf dieser zwei oder mehr Ecken der Durchdringungsfigur. Sind 
nun A und B die Basisebenen der beiden Pyramiden, ist s ihre 
Schnittlinie und sind P und Q die Spurpunkte von a in den Ebenen 
A und B, so schneidet eine beliebige Ebene E durch a aus den 
Ebenen A und B Geraden aus, die durch P resp. Q verlaufen und sich 
auf s treffen; umgekehrt bestimmen zwei derartige Geraden eine Ebene 
durch a. Wir bestimmen demgemäß zunächst auf der Verbindungslinie 
a der Spitzen S und T die Punkte P=a X /K und Q = axB und zwar 
ist P" = a" X Ä^'i" und Q" = «" X if'V". Sodann bestimmen wir 
Sj indem wir irgend zwei Strahlen in A mit der Ebene des Vierecks 
äBCD zum Schnitt bringen; so liefert die Gerade PU in A den 
Punkt von s {M" = F'E' x B"C'j N" = P"E' x C"B'\ M auf 
BC\ N' auf CD', O = P'E' x MN\ Nach Auffindung von s ver- 
binden wir P mit einem der Punkte E^ F, G, etwa mit Ej suchen den 
Punkt = PE X s auf und verbinden ihn mit Q; diese Linie 
schneidet das Viereck ABCB in den Punkten TJ^ Vj die Kante TE 
durchdringt demnach die andere Pyramide in den Punkten 1 = TE 
X SV und ß == TE X SU, Ganz analog verfahren wir mit sämt- 
lichen Kanten aus s sowohl wie aus T und erhalten so alle Ecken 
der Durchdringungsfigur; die Eeihenfolge derselben ist nach dem 
früher Gesagten leicht anzugeben. 

163. Das soeben geschilderte Verfahren läßt sich ganz in der 
gleichen Weise anwenden bei Durchdringung von Pyramide und 



126 



Ebenflächige Gebilde, Körper, 



Prisma. Zunächst legt man eine Gerade a durch die Spitze der 
Pyramide parallel zu den Kanten des Prismas, sucht ihre Spur- 
punkte P und Q in den Basisebenen A und B und die Gerade 
5 = A X B auf. Dann ist genau wie vorher zu verfahren, indem 
jede Ebene durch a die Pyramide in Geraden durch den Scheitel 
imd das Prisma in Parallelen zu den Kanten schneidet. 
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Fig. 124. 

Handelt es sich um die Durchdringung zweier Prismen, so be- 
stimme man die Schnittlinie s ihrer Basisebenen A und 8 und in 
diesen die Spurlinien einer zu den Kanten beider Prismen parallelen 
Ebene E, etwa m = AxE, v = BxE. Jede zu E parallele Ebene 
schneidet aus A und B Spuren aus, die zu u resp. ?' parallel sind 
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und sich auf s treflfen, sie schneidet die Prismen in Geraden, die 
den Kanten parallel laufen. Legt man die zu E parallele Ebene 
durch eine Kante, d. h. legt man ihre eine Spurlinie durch die be- 
zügliche Ecke des Basispolygons, so gewinnt man Eckpunkte der 
Durchdringungsfigur, die sich also hiemach leicht völlig zeichnen läßt. 



Schlagschatten und Eigenschatten bei Vieiflachen. 

163. Unter der Annahme paralleler Lichtstrahlen bildet 
der Schlagschatten auf Grundriß und Aufriß nichts anderes als eine 
schiefe Parallelprojektion. Ganz ebenso nun wie ein Vielfach in 
Bezug auf eine bestimmte Projektionsrichtung in einen sichtbaren 
und einen unsichtbaren Teil zerfällt, die längs des Umrisses an 
einander grenzen, zerfällt die Oberfläche desselben in einen be- 
leuchteten und einen im Eigenschatten liegenden Teil, die 
längs eines Polygons, des Lichtgrenzpolygons oder kurz des 
Grenzpolygons aneinanderstoßen. Alle Kanten, in denen der 
Lichtstrahl den Körper bloß streift, ohne in ihn einzudringen, ge- 
hören dem Grenzpolygon an; alle Punkte, in denen der ver- 
längerte Lichtstrahl in den Körper eindringt, liegen auf seinem 
beleuchteten Teile, die Punkte dagegen, in denen der verlängerte 
Lichtstrahl aus dem Körper heraustritt, befinden sich im Eigen- 
schatten. Wird ein Lichtstrahl, bevor er auf den Körper auf- 
trifft, durch dazwischen liegende Gegenstände aufgehalten, so entsteht 
an der betreffenden Stelle Schlagschatten. Von den Durchstoß- 
punkten eines Lichtstrahles mit einem oder mehreren Körpern ist 
der erste im Lichte, der zweite, vierte, .... im Eigenschatten, 
der dritte, fünfte, .... im Schlagschatten. Die Schlagschatten- 
grenze auf einer Projektionsebene wird gebildet von dem Schatten 
des Grenzpolygons. Der Schlagschatten auf einen Körper kann teil- 
weise von dem Grenzpolygon des Eigenschattens begrenzt werden. 

164. Den Schlagschatten eines Zwölfflachs auf die 
Projektionsebenen sowie seinen Eigenschatten zu be- 
stimmen (Fig. 125). Wir nehmen an, daß seine Projektionen nach 
der früheren Darlegung gefunden und die des Lichtstrahles f und r 
gegeben sind. Die Schatten eines Eckpunktes auf Grund- und 
Aufrißebene sind die Spurpunkte des durch ihn gelegten Licht- 
strahles, so z. B. bilden E^ und U* Grund- und Aufi-ißschatten 
von E, Läßt man alle Kanten Schatten werfen, so wird die Grenze 
des Schlagschattens von denjenigen Linien gebildet, welche alle 
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übrigen einschließen. Ks ist indeB nicht Dötig, den Schatten aJl« 
Kanten zu bestimmen. Zunächst findet man mehrere Eckpunkte, 
die dem Grenzpolygon angehören, indem man auf dem scheinbareu 
Umriß der eisten Projektion diejenigen Punkte aufsucht, in denen 
eine Parallele zu f diesen Umriß streift ohne ihn zu schneiden. Id 
der Figur sind dies die Punkte B" und ff', ihre Schatten B^ nnd d' 



Fig. 125. 
müssen notwendigerweise auf dem Randpolygon des Schlagschattens 
gelegen sein. Denn der Lichtstrahl aus B kann das Vielflacb nicht 
schneiden, da ja sonst seine Projektionen die Projektionen desVi«l- 
riachs schneiden müßten, was für l nicht eintritt. Ebenso bestimmen 
sich vermittels des Aufrisses die Punkte D^ und /, als Eckpimkif 
des Schlagschattenpoljgons. Von den Kanten aus B gehören zwei 
dem Grenzpolygon an, es sind diejenigen, deren Schlagschatten deu 
Schatten der dritten in ihren Winkel einschließen. Es können hier- 
nach die beiden Seiten des Grenzpolygons aus B bestimmt werden. 
und ganz analog alle übrigen Seiten desselben. Auch wenn aus 
einer Ecke des Vielflachs mehr als drei Kanten ausstrahlen, lassen 
sich in der angegebenen Weise die Seiten des Grenzpolygons finden. 
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Der Schlagschatten wird an der ^-Achse gebrochen in den Punkten 
R und S, indem die Kanten I>U and HJ die gebrochenen Schatten- 
linien D^BS* und I1*SJ^ liefern (D^E^ xx = R, H^J^ x x = S). 

165. Den Schlagschatten einer dreiseitigen abge- 
stumpften Pyramide auf ein Achtflach zu entwickeln 
(E^. 126^. Sind Pyramide und Achtflach gezeichnet, so bestimme 
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Fig. 126. 

man zunächst den Schlagschatten beider auf die Horizontalebene, 
ganz abgesehen davon, ob er wirklich zu stände kommen kann oder 
nicht. Außerdem zeichne man noch den Schlagschatten derjenigen 
Flächen des Achtflachs, die Sehlagschatten von dem Pyramiden- 
stumpf empfangen. In der Figur sind dieses die Flächen KEN, 
KLN, LMN und HMN, die in N zusammenstoßen. Da der Schatten 
BF^ von BF den Schatten HN^M^ in S, und R^ durchschneidet, 
Boaa u, Papfbbitz. L 9 
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so muß der Schatten von BF auf die Seitenfläche HNM fallen und 
wird dort 5*^5*, wo S*S^ [und i2*Ä^ parallel zu der ersten Pro- 
jektion des Lichtstrahles sind. Ebenso findet man den Schatten 
von FE auf die Fläche LMN; hier muß man F^E^ verlängern bis 
es zwei Seiten des Dreiecks L^M^N^ in U^ und V^ schneidet, dann 
ist U*V* der Schatten dieser Geraden auf die Fläche LMN und 
^*i^* derjenige von EF auf diese Fläche {E*E^\\I\\F*F^. Die 
gleiche Konstruktion läßt sich überall durchführen. Es kommt die 
Konstruktion stets auf die Aufgabe hinaus, den Schatten einer Ge- 
raden a auf eine Gerade b zu finden, indem man zunächst die 
Schatten a^, b^ beider Geraden auf den Grundriß bestimmt und 
durch ihren Schnittpunkt S^ eine Parallele zu / legt, die die eine 
Gerade im Schatten werfenden, die andere im Schatten empfangenden 
Punkte schneidet. In der Zeichnung zieht man natürlich durch &^ 
eine Parallele zu f, die die Horizontalprojektion der genannten 
Punkte aus a' und b' ausschneidet. Das Gesagte wird zur Kon- 
struktion völlig genügen und mag nur noch bemerkt werden, daß 
die Punkte P''D*Q*E*F*B''S* Horizontalprojektionen sind, ihre Be- 
zeichungen also einen Strich erhalten müßten, was jedoch der Ein- 
fachheit halber unterblieben ist. 



VIERTES KAPITEL. 



Perspektivität ebener Figuren. Harmonische Gebilde. 

Centralprojektion einer Ebene auf eine andere Ebene. 

166. Es seien im Kaume zwei Ebenen E und TT und außerhalb 
beider ein Punkt willltürlich festgelegt. Zieht man aus durch 
alle Punkte einer in E angenommenen Figur Strahlen, so schneiden 
diese die Ebene TT in einer zweiten Figur, welche der gegebenen 
eindeutig entspricht. Dieses Abbildungsverfahren heißt Central- 
projektion, der Punkt das Projektionscentrum, die Schnitt- 
linie e^ der Originalebene E mit der Bildebene TT die Pro- 
jektionsachse. Die einander entsprechenden Figuren werden als 
projektiv in perspectiver (centraler) Lage oder kurz als per- 
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spektiv bezeichnet. Offenbar entspricht jedem Punkte P (Fig. 127) 
der Originalebene ein Punkt P^ der Bildebene, jeder Geraden ff 
eine Gerade ff^ und umgekehrt. Femer entspricht jeder Punkt G^ 
der Projektionsachse e^ sich 
selbst und je zwei ent- 
sprechende Geraden schnei- 
den sich auf der Achse oder 

sind ihr im besonderen beide 
parallel. 

167. Die Centralpro- 
jektion einer Ebene auf 
eine zweite umfaßt als spe- 
zielle Fälle die Affinität 
und Ähnlichkeit ebener 
Figuren. Die Perspektive 
Lage geht über in die ähn- 
liche, wenn die Projek- 
tion sachse ins Unendliche 

fällt, d. h. wenn die Bild- 
ebene zur Originalebene 

parallel wird; sie geht über 
in die affine Lage, wenn 
das Projektionscentrum in unendliche Entfernung rückt, d. h. 
wenn die projizierenden Strahlen parallel werden. Läßt man 
beide Annahmen zu gleicher Zeit eintreten, so ergeben sich kon- 
gruente Figuren, wie auch bei solcher affiner Lage, wo die 
projizierenden Strahlen auf einer der beiden Ebenen senkrecht 
stehen, welche den Winkel zwischen Original- und Bildebene oder 
seinen Nebenwinkel halbieren. Affine, ähnliche und speziell 
kongruente Figuren sind deshalb ebenfalls als projektiv zu be- 
zeichnen und ihre gegenseitige Lage- alsperspektiv, wenn sie nach 
der früheren Bezeichnung affin oder ähnlich ist. 

168. Die durch parallel zu E und TT gelegten Ebenen mögen 
TT und E in den Geraden e^ und e^ (beide parallel zur Achse e^) 
schneiden (Fig. 127). Bewegt sich in E ein Punkt P auf der Ge- 
raden ff nach der einen oder anderen Seite ins Unendliche, so dreht 
sich der zugehörige projizierende Strahl OP in der Ebene Off um 
im entsprechenden Sinne und zwar nähert er sich in jedem Falle 
derselben Grenzlage, nämlich der Parallelen zu ff durch 0, Der 
Spurpunkt G^ der letzteren in TT liegt auf e^ ; er kann als das Bild 
des ins Unendliche fliehenden Punktes aufgefaßt werden und heißt 

9* 



Fig. 127. 
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darum der zu ff gehörige Fluchtpunkt. Offenbar gehört er ebenso 
als Fluchtpunkt zu allen Geraden, die mit ff parallel laufen. — 
Der Gesamtheit aller unendlich fernen Punkte der Ebene E ent- 
spricht die eine bestimmte Gerade e^, die Fluchtlinie der Ebene 
E. — Umgekehrt verschwindet das Bild des Schnittpunktes G„ der 
Geraden ff mit e„, d. h. es liegt auf ff^ unendlich fem; G„ heißt 
darum der Verschwindungspunkt von ff. Die Gerade €„ selbst 
deren Bild ins Unendliche fällt, heißt die Verschwindungslinie 
der Ebene E. — Allen Parallelen zu ^ in E entsprechen in TT alle 
Geraden durch den Punkt G^ der Fluchtlinie e. und allen Geraden 
in E durch den Punkt G^ der Verschwindungslinie ej die Parallelen 
zu ff^ in TT. 

169. Das angegebene Verhalten der unendlich fernen Punkte 
einer Geraden oder einer Ebene gegenüber der Centralprojektion, 
nämlich der Umstand, daß sie nur in einem einzigen Punkt oder 
einer einzigen Geraden abgebildet werden, begründet die Ausdrucks- 
weise, nach welcher einer Geraden nur ein unendlich ferner 
Punkt (Richtung) zugeschrieben wird, den sie mit allen parallelen 
Geraden gemein hat, und einer Ebene nur eine unendlich ferne 
Gerade (Stellung), die ihr mit allen Parallelebenen gemeinsam 
ist. Erst auf Grund dieser Erklärung dürfen wir das umkehrbar 
eindeutige Entsprechen zwischen den Punkten und Ge- 
raden der Originalebene und den Punkten und Geraden 
der Bildebene als ein ausnahmslos geltendes Grundgesetz der 
Centralprojektion betrachten. — Im Verfolg dieser Perspektiven 
Betrachtungsweise hat man eine Gerade als geschlossene Linie 
aufzufassen, weil ein Punkt, der sie beschreibt, sich demselben 
unendlich fernen Punkte nähert, gleichviel in welchem Sinne er 
sich bewegt. 

170. Für die Centralprojektion von E auf TT kann, wenn die 
Lage dieser Ebenen zu einander fixiert ist, die Angabe des Pro- 
jektionscentrums offenbar durch die zweier entsprechender 
Punktepaare A, B und A^j B^ ersetzt werden, deren Verbindungs- 
linien AB und A^B^ sich auf der Achse ^^ = E X TT schneiden. Es 
liegen nämlich dann AA^ und BB^ in einer Ebene und bestimmen 
als ihren Schnittpunkt. 

171. Ist nur die Achse e^ fest gegeben und sind zwei 
einander entsprechende Dreiecke ABC und A^B^C^ bekannt, 
deren homologe Seiten sich auf e^ schneiden, so bestimmen diese 
bei jeder noch möglichen Lage ihrer Ebenen E und TT ein Centrum 
0, in Bezug auf welches sie perspektiv liegen. Denn unter jener 
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Voraussetzung liegen BC und £iC^, CA und O^A^, AB und A^B^ 
je in einer Ebene A, B oder f; diese schneiden sich zu zweien in 
den Geraden AA^ == B X F, BB^ = r X A, CCj = A X B und diese alle 
drei in dem Centrum = A X B X F. 

173. Hieraus läßt sich der weitere Satz folgern: Gehen die 
Ebenen dreier Figuren g, g^, gg durch eine und dieselbe 
Achse e^ und sind zwei derselben g und gj zur dritten gg 
perspektiv, so sind sie es auch zu einander. Die drei 
Centren liegen in gerader Linie. — Die Perspektivitätscentren, 
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Fig. 128. 

Og für gg und g, 0^ für g^ und gg, denke man sich mittels eines 
Punktepaares Jg, B^ und der ihm entsprechenden Paare A, B und 
^j, jBj bestimmt. Dann ist zu zeigen: erstens daß die Geraden AA^ 
und BB^ einen Schnittpunkt bestimmen, zweitens daß, wenn 
einem beliebigen dritten Punkte C^ die Punkte C und C^ entsprechen, 
auch die Gerade CC^ durch geht. Wenn aber das Dreieck ^2^2 ^2 
sowohl zum Dreieck ABC als auch zu A^B^C^ perspektiv liegt, so 
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schneiden sich die homologen Seiten aller drei je in einem Punkte 
der Achse und folglich liegen nach 171 auch die Dreiecke ABC 
und Ä^B^C^ perspektiv. Das zugehörige Centrum liegt auf AA^, 
ebenso 0^ auf A^A^ und 0^ auf A^A, folglich alle drei Centren auf 
der Ebene AA^A^, desgleichen auf der zweiten Ebene BB^B^y folg- 
lich in der Schnittlinie beider, durch welche auch die dritte Ebene 
CC^C^ gehen muß (Fig. 128). 

173. Als einen wichtigen Spezialfall des soeben bewiesenen 
Satzes heben wir . folgenden hervor: Zwei perspektiv gelegene 
ebene Figuren bleiben in perspektiver Lage, wenn man 
die eine derselben um die Projektionsachse beliebig dreht. 
Die zu drehende Figur liegt nämlich zu der gedrehten affin 
(vergl. 10), d. h. perspektiv mit unendlich fernem Centrum. Durch 
letzteres geht auch die Verbindungslinie des alten und neuen Per- 
spektivitätscentrums , sie liegt also parallel zur Sehne des Kreis- 
bogens, den irgend ein Punkt der beweglichen Figur beschreibt. 

174. Es mag etwa die Originalebene E der Drehung unter- 
worfen werden. Um die Lage Veränderung des Projektionscentrums 

vollständiger zu 
überblicken, den- 
ken wir uns die 
Zeichenebene nor- 
mal zur Achse e^ 
durch das Cen- 
trum gelegt. Die 
beiden Perspekti- 
ven Ebenen E und 
TT, die Achse e^, 
Verschwindungs- 
linie <?,,, Fluchtlinie 
e^ u. s. f. stellen 

00 

wir dann durch ihre 
senkrechten Pro- 
jektionen auf die neue Zeichenebene dar und setzen an diese die- 
selben Buchstaben, welche die Elemente selbst bezeichnen (Fig. 129). 
Die Originalebene E werde in irgend einer durch Drehung um 
«1 erreichbaren Lage mit E^, ihre Verschwindungslinie mit e^^ be- 
zeichnet. Das neue Centrum 0^ liegt in der Schnittlinie der Ebenen, 
welche durch e^ parallel zu E^ und durch e„A parallel zu TT gelegt 
werden können und überdies wiederum in der Zeichenebene. Hieraus 
folgt, daß das Centrum eine Drehung um die Fluchtlinie e erleidet 




Fig. 129. 
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von gleichem Sinn und gleichem Drehwinkel, wie E selbst um die 
Achse ^j. 

175. Wird die Originalebene durch die Drehung mit der 
Bildebene zur Deckung gebracht, so gelangt auch das Pro- 
jektionscentrum in die letztere und zwar, je nach dem Sinne 
der Drehung, entweder nach 0^ oder nach 0^ (Fig. 129). Die Ver- 
schwindungslinie e^ erhält entweder die Lage e^^ oder c^^. Im ersten 
Falle schließen in der Bildebene Centrum und Achse der Projektion 
die Flucht- und Verschwindungslinie zwischen sich ein; im zweiten 
Falle werden sie von diesen eingeschlossen. Jedesmal aber bleibt 
der senkrechte Abstand des Centrums von der Fluchtlinie 
dem der Verschwindungslinie von der Achse gleich. Der- 
jenige Punkt C in der Originalebene E, welcher nachmals mit dem 
neuen Centrum 0^ zur Deckung kommt, liegt auf dem Strahle 0^0; 
im neuen Centrum fallen daher zwei entsprechende Punkte der 
Ebenen E und TT zusammen, was — von den Punkten der Achse 
abgesehen — für kein weiteres Paar entsprechender Punkte eintritt 
Analoges gilt bei umgekehrtem Drehungssinn für C und 0^. 

Centralprojektion in der Ebene. 

176. Durch die vorausgehende Betrachtung sind wir mittelbar 
zu dem Begriffe perspektiver Figuren derselben Ebene, also zur 
Centralprojektion in der Ebene gelangt, welche noch genauerer 
Erörterung bedarf. 

Es sollen jetzt in einer Ebene zweierlei Figuren betrachtet 
werden, die wir als Original und Bild unterscheiden und die 
einander Punkt für Punkt nach folgenden Gesetzen entsprechen: 

a) Die Verbindungslinien entsprechender i^unkte gehen 
durch einen festen Punkt 0, das Centrum. 

ß) Drei Punkten in gerader Linie entsprechen drei 
Punkte in gerader Linie. 

y) Jeder Punkt einer festen Geraden e^^ der Achse, 
entspricht sich selbst. 

Hieraus folgt sofort: 

S) Entsprechende Strahlen schneiden sich auf der 
Achse e^\ jeder Strahl durch das Centrum ent- 
spricht sich selbst und mithin gilt das Gleiche vom 
Centrum selbst. 

Eine solche Verwandtschaft zwischen zweierlei Figuren wird 
als Centralkollineation in der Ebene bezeichnet. Indem wir 
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zeigen, daß zwei centrisch-kollineare Figuren einer Ebene 
durch Drehung der einen um die KoUineationsachse e^ in eine räum- 
liche Lage übergeführt werden können, bei welcher die eine als 
Centralprojektion der anderen erscheint, wird die Identität unserer 
Kollineation mit der aus der Centralprojektion im Räume oben ab- 
geleiteten geometrischen Verwandtschaft erwiesen und wir können 
die hier erhaltenen Gebilde in demselben Sinne wie vorher, als 
Perspektive Figuren bezeichnen. 

177. Da nun die Eigenschaften «), ß), y) auch der räumlichen 
Centralprojektion zukommen, so ist nur zu zeigen, daß sie hin- 
reichen, um in Verbindung mit der Angabe gewisser Bestimmungs- 
stücke eine Kollineation vollständig zu definieren. In der That be- 
steht aber der Satz: 

Die Centralkollineation in der Ebene ist bestimmt 
durch Angabe des Centrums 0, der Achse e^ und zweier 
einander entsprechender Punkte Ä und A^, die mit O in 
gerader Linie liegen müssen. Denn dann kann zu jedena ge- 
gebenen Punkte B des 
Originals der entspre- 
chende jBj des Bildes auf 
Grund obiger Gesetze ge- 
funden werden. Der Ge- 
raden AB = ^ nämlich, 
welche e^ in G^ schneiden 
mag (Fig. 130), entspricht 
die Gerade ^i^i = ^^ 
und auf dieser wird B^ 
durch den Strahl OB 
ausgeschnitten. 

178. Die hier zur 
Bestimmung der Kollinea- 
tion benutzten Elemente 
entsprechen genau den 
Bestimmungsstücken für 
die Centralprojektion einer 
Ebene auf eine andere. Denn, denkt man sich die eine der centrisch- 
koUinearen Figuren, etwa das Original, um ^^ aus der Ebene 
herausgedreht in den Eaum und bezeichnet jetzt C^ die ursprüng- 
liche Lage des KoUineationscentrums, C die neue Lage, so ent- 
sprechen C und 6j einander und bestimmen mit A und A^ zu- 
sammen das Centrum der räumlichen Projektion, durch welches 
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auch die Verbindungslinie irgend zweier weiterer entsprechender 
Punkte, wie B und B^ geht, weil die Dreiecke ABC und Ä^B^C^ 
den Bedingungen des Satzes in 171 entsprechen. 

179. Die aus der räumlichen Konstruktion gefolgerten Eigen- 
schaften perspektiver ebener Figuren müssen sich auch aus der 
Definition der CentralkoUineation herleiten lassen. Dieser Gedanke 
soll noch mit wenigen Worten ausgeführt werden. 

Die für das Bild eines Punktes gegebene Konstruktion läßt 
unmittelbar erkennen: dem unendlich fernen Punkte der Geraden^ 
entspricht als Fluchtpunkt der Schnitt G^ der Geraden g^ mit 
der Parallelen zu g durch 0;. umgekehrt entspricht dem unendlich 
fernen Punkte von g^ als Verschwindungspunkt der Schnitt G^ 
von g mit der Parallelen zu g^ durch 0. Mit anderen Worten: 
das Bild einer Geraden g wird erhalten, wenn man durch ihren 
Achsenschnittpunkt G^ die Parallele zur Verbindungslinie G^O ihres 
Verschwindungspunktes mit dem Centrum zieht Ebenso findet 
man zu einer Geraden g^ das Original, indem man durch ihren 
Achsenschnittpunkt G^ die Parallele zur Verbindungslinie G^ ihres 
Fluchtpunktes mit dem Centrum zieht. 

180. Ferner ergiebt sich, daß der unendlich fernen Geraden 
im Originalsystem die durch G^ parallel zu e^ gezogene Gerade e^ 
als Fluchtlinie entspricht, und der unendlich fernen Geraden im 
Bildsystem die durch G^ parallel zu e^ gezogene Gerade e^ als Ver- 
schwindungslinie. Sucht man nämlich auf irgend einem weiteren 
Paare entsprechender Geraden h und h^ (mit dem Achsenschnitt- 
punkt -Sj) wie vorher den Verschwindungspunkt H^ und Flucht- 
punkt Ä^, so sind die Vierecke ©(^„(zjG^ und OH^H^H^ als Parallelo- 
gramme affin (vergl. 16) und da sich entsprechende Seiten in den 
Punkten Äy 0, Ä^ einer Geraden schneiden, affin gelegen. Folglich 
sind die Verbindungslinien affiner Ecken, nämlich e^ = G^H^, 
e^ =GJI^, 6^= G^H^ parallel, w. z. b. w. — Die Verschwindungs- 
linie e^ und die Fluchtlinie e^ werden auch als die Gegen achsen 
von Original und Bild bezeichnet, ebenso spricht man von den 
Gegenpunkten G^ und ö^^ einer Geraden und ihres Bildes. 

181. Wichtig für das Folgende sind die beiden unmittelbar 
aus der Figur zu entnehmenden Beziehungen: Das Bild einer 
Geraden schneidet die Fluchtlinie unter demselben Winkel 
qp, wie der Strahl aus dem Centrum nach dem Verschwin- 
dungspunkt die Verschwindungslinie, und andererseits: Eine 
Gerade schneidet die Verschwindungslinie unter dem- 
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selben Winkel i/;, wie der Strahl aus dem Centrum nach 
dem Fluchtpunkt die Fluchtlinie. 

183. Es mag noch erwähnt werden, daß die Centralkolli- 
neation auch durch Angabe des Centrums, der Achse und 
einer der Gegenachsen bestimmt ist. Denn indem man an 
Stelle zweier entsprechender Punkte eine Gegenachse einführt, wird 
ihrem Schnittpunkte mit irgend einer Geraden der Punkt zugeordnet, 
welcher auf der Verbindungslinie des ersteren mit dem Centrum 
unendlich fern liegt. — 

Perspektive Grundgebilde. 

Wir erklären zuerst einige öfter wiederkehrende Benennungen. 

188. Für ein aus den Punkten einer geraden Linie bestehendes 
Gebilde wendet man den Namen Punktreihe an und nennt die 
Gerade ihren Träger. Von Geraden, die in einer Ebene liegen 
und durch einen Punkt gehen, sagt man, daß sie einen Strahl- 
büschel bilden; der gemeinsame Punkt heißt Centrum (Scheitel) 
und die Ebene der Träger desselben. Ahnlich sagt man von Ebenen, 
die eine Gerade gemeinsam enthalten, daß sie einen Ebenen- 
büschel bilden und nennt diese Gerade die Achse desselben. — 
Die Punktreihe, der Strahlbüschel und der Ebenenbüschel sind 
die einfachsten Gebilde, welche man aus Punkten, Geraden oder 
Ebenen als Elementen zusammensetzen kann. In ihnen ist das ein- 
zelne Element jedesmal durch eine Bedingung bestimmbar (vergl. 2 17), 
weshalb sie auch als einförmige Grundgebilde bezeichnet werden. 

184. Eine Punktreihe wird aus einem außerhalb gelegenen 
Punkte durch einen Strahlbüschel projiziert, ebenso ein Strahl- 
büschel durch einen Ebenenbüschel. Umgekehrt wird ein Ebenen- 
büschel von einer nicht in ihm enthaltenen Ebene in einem Strahl- 
büschel und von einer Geraden in einer Punktreihe geschnitten. 
Zwei Punktreihen bezeichnen wir als perspektiv, wenn sie 
Schnitte desselben Strahlbüschels sind. Ebenso heißen zwei Strahl- 
büschel perspektiv, wenn sie Schnitte desselben Ebenenbüschels 
sind, oder wenn sie eine und dieselbe Punktreihe aus verschiedenen 
Centren projizieren. Endlich werden zwei Ebenenbüschel per- 
spektiv genannt, wenn sie einen und denselben Strahlbüschel aus 
verschiedenen Centren projizieren. Auch zwei verschiedenartige 
einförmige Grund gebilde können als perspektiv bezeichnet werden 
(z. B. eine Punktreihe und ein Strahlbüschel), nämlich dann, wenn 
das eine ein Schnitt des anderen ist. 

Es gilt jetzt eine Reihe von Sätzen abzuleiten, die sich auf die 
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erwähnten einfachen Grundgebilde beziehen und fiir die Projektions- 
lehre von grundlegender Bedeutung sind. Wir dürfen uns dabei 
größtenteils auf die Betrachtung von Punktreihen beschränken, da 
die Übertragung der betreffenden Sätze auf Strahl- und Ebenen- 
büschel keiner Schwierigkeit unterliegt. 

186. Wir gehlen aus von zwei durch Centralprojektion Punkt 
für Punkt aufeinander bezogenen Geraden ^ iind ^^ (Fig. 131). Auf 
ihnen ist der Schnitt- 
punkt beider G^ als 
der sich selbst ent- 
sprechende Punkt 
ausgezeichnet , ferner 
auf ^derVerschwin- 
dungspunkt ö», 
welcher dem unend- 
lich fernen Punkt 
von G^ entspricht, und 
auf g^ der Flucht- 
punkt G^y das Bild 
des unendlich fer- 
nen Punktes von 
g. — Nach dem Früheren bleiben die Geraden perspektiv, wenn 
eine derselben, etwa g^^ beliebig um den Punkt G^ gedreht wird. 
Das Centrum darf daher willkürlich auf einer um G^. mit dem 
Radius = G^G^ beschriebenen Kugel angenommen werden, worauf 
sich die Lage von g^ ergiebt. 

Sollen zwei Gerade g und g^ perspektiv liegen, so fragt es sich, 
zu wieviel gegebenen Punkten der einen die entsprechenden Punkte 
der anderen willkürlich angenommen werden dürfen. Hier ergiebt 
sich zunächst folgender Satz. 

186. Eine Gerade g^ kann zu einer anderen g stets in 
solche Lage gebracht werden, daß drei gegebene Punkte 
Äj JB, C der letzteren mit drei beliebig gegebenen Punkten 
Ä^, B^y C^, der ersteren perspektiv sind. Vereinigt man z. B. 
zwei entsprechende Punkte C und C^ im Punkte G^, so bestimmen 
die Verbindungslinien ÄA^ und BB.^ der übrigen das Projektions- 
centrum als ihren Schnittpunkt. Dies Beispiel giebt indeß nicht 
die allgemeinste Art der Herstellung der im Satze geforderten Lage. 
Vielmehr kann man noch die Lage des Centrums gegen eine der 
Geraden, etwa g, willkürlich fixieren. Die andere Gerade g^ muß 
dann in der Ebene Og liegen, die wir als Zeichenebene benutzen. 



Fig. 131. 
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Für die Perspektive Lage der beiden Punktreihen Äj £, C und Ä^,B^^ C^ 
muß L. A^OB^ = /_ AOB, /_ B^OC^ = z. BOC sein. Man lege daher 

^ . ^ ^ durch die Endpunkte der 

/^ "n Strecken Ä^B^ und jB^Cj 

Kreise, die über diesen 
Sehnen die Peripherie- 
winkel Z-^ÖJ?und L.BOC 
fassen, bringe den außer- 
halb g^ liegenden Schnitt- 
-^ punkt Oj derselben mit 
0, sowie die Winkel 
/_Ä^O^B^ und L^B^O^C^ 
bezw. mit Z. AOB und 
ZL jB0(7 (oder mit deren 
Scheitelwinkeln) zur 
Deckung, so ist die Per- 
spektive Lage hergestellt 
(Fig. 132). Die ein- 
fachen Abänderungen des 
Verfahrens, welche not- 
wendig werden, wenn unter 
den Punkten A^^ B^, C^ 
der unendlich ferne Punkt 
von ^j, eventuell zugleich 
unter den Punkten A, 5, C 
der unendlich ferne Punkt 
von g vorkommt, sind 
^^' ' leicht zu übersehen. 

187. Nach dem Vorigen brauchen drei Punkte einer Geraden 
keinerlei Bedingung zu erfüllen, um mit drei gegebenen Punkten einer 
anderen Geraden in Perspektive Lage gebracht werden zu können. 
Dagegen müssen vier Punkte auf ^^ eine gewisse besondere Lage haben, 
damit man sie als Centralprojektionen von vier gegebenen Punkten 
auf ff auffassen kann. Dies erhellt aus dem folgenden Satze: 

Sind bei irgend einer Lage der Geraden ff und ff^ vier 
Punkte Ay B, C, D der einen perspektiv zu vier Punkten 
^j, B^, (7j, B^ der anderen, so sind sie es in allen Lagen, 
bei denen drei jener vier Punkte mit den drei ent- 
sprechenden perspektiv sind. 

188. Die Punktreihen A, B, C, JD und A^, B^, 6^, B^ mi g 
und ff^ seien ursprünglich durch Centralprojektion aus dem Centrum 
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0^ aufeinander bezogen (Fig. 133). Es werde nun im Eaume be- 
liebig ein neues Centrum 0^ gegeben und — was nach dem Vorigen 
immer möglich ist — die Gerade g^ so gelegt, daß die aus A^, B^, C^ 
hervorgehenden Punkte A^j B^, C^ resp. auf die Strahlen O^Ä^ 
O^By O^C zu liegen kommen. In dieser neuen Lage werde die Ge- 
rade durch ff^ bezeichnet; ihr Schnittpunkt mit O^D sei D^. Es 
ist zu beweisen, daß er bei der vorgenommenen Verschiebung aus 
B^ hervorgegangen, also C^B^ = C^B^ ist. Man ziehe durch die 
Punkte ^2, B^, C^, B^ Parallelen zu 0^0^\ diese liegen resp. in den 
Ebenen O^O^J, O^O^B, O^O^C, O^O^B und schneiden folglich resp. 
die Geraden O^Ä, O^B, O^Cj O^B, Die fraglichen Schnittpunkte, 
Jg, jBg, Cg, B ^j liegcu in der Geraden ^g, welche auf der Ebene O^g^ 
von der parallel zu 0^0^ durch g^ gelegten Ebene ausgeschnitten virird. 
Da nun A^B^ : B^C^ = A^B^ : B^C^ = A^B^ : B^C^ 

ist, hegt ^g parallel zu g^, folglich ist: 

A^B^ : C^B^ = Jg^g : C^B^ = A^B^ : C^B^. Nun ist aber: 
Ä^B^ = A^B^ also auch C^B^ = C^B^, u. z. b. w. 

189. Aus dem bewiesenen Satze folgt, daß man, um zwei 




Fig. 133. 

Gerade g und g^ in Perspektive Beziehung zu setzen, nur zu drei 
gegebenen Punkten A, B, C der einen die entsprechenden A^, B^, C^ 
der anderen willkürlich annehmen darf; zu jedem vierten Punkte B 
st dann der entsprechende eindeutig bestimmt und zwar wird er 
konstruiert, indem man g und g^ auf irgend eine Weise in perspek- 
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tive Lage bringt, und hierauf den aus dem Centrum durch D ge- 
führten Strahl mit g^ in D^ schneidet. — 

Als wichtiger Spezialfall des letzten Satzes sei folgender her- 
vorgehoben: Hat man, ausgehend von irgend einer Lage der Ge- 
raden ff und ff^ , bei welcher die Punkte A, B, C der ersten mit den 
ihnen zugewiesenen A^,B^, C^ der anderen perspektiv liegen, in jeder 
Geraden den Gegenpunkt bestimmt, also G„ auf ^ und G^ auf g^^ 
so bleiben G„ und G^ die Gegenpunkte, bei jeder Lage von ff und 
ff^, für welche A, B, C resp. mit A^, B^, C^ perspektiv sind. 

190. Aus dem Vorhergehenden folgt: 

Sind zwei Punktreihen zu einer dritten perspektiv, so 
können sie zu einander in Perspektive gesetzt werden, 
indem man sie aus einem und demselben Centrum zur dritten Punkt- 
reihe perspektiv legt. Femer: Wenn zwei Punktreihen per- 
spektiv gelegt und überdies drei Punkte der einen mit den 
entsprechenden der anderen vereinigt werden können, so 
sind sie kongruent. 

191. Den Sätzen über die Perspektive Lage von Punktreihen 
in 186 bis 190 stehen analoge Sätze gegenüber, die sich auf Strahl- 
büschel beziehen. 

Zwei Strahlbüschel 8 und 8^ können stets in solche 
Lage gebracht werden, daß drei gegebene Strahlen a, J, c 
des einen mit drei beliebig gewählten Strahlen ö^, Äj, c, des 
anderen perspektiv liegen, d. h. sich auf einer Geraden — der 
Perspektivitätsachse — schneiden. Die Lage der Perspek- 
tivitätsachse gegen einen der Büschel kann willkürlich 
angenommen werden. Schneidet nämlich diese Axe die Strahlen 
a, ^, c resp. in J, B, (7, so bestimme man wie in 186 einen Punkt 
von der Beschaffenheit, daß /_ AOB = /_a^b^ und l_ BOG = ^h^i 
ist, und vereinige den Scheitel /S^ des zweiten Büschels derart mit 
0, daß a^ durch A und b^ durch B, folglich c^ durch C geht. 

Die einfachste Lösung — freilich nicht die allgemeine — ist, 
daß man zwei entsprechende Strahlen a, a^ zusammenfallen läßt; die 
Schnittpunkte ^ X ^^ und c xc der anderen Strahlenpaare bestimmen 
dann die Perspektivitätsachse als ihre Verbindungslinie. 

192. Sind vier Strahlen a, b, c, d eines Büschels 8 per- 
spektiv zu vier Strahlen a^,b^,c^jd^ eines zweiten Büschels 
Äj, so sind sie es für alle Lagen, in denen drei derselben 
zu den drei entsprechenden perspektiv sind. Ursprünglich 
mögen sich a, b, c, d resp. mit öj, ä^, c^, d^ in den Punkten A, B, C, I) 
der Perspektivitätsachse schneiden. Sind dann für eine neue Lage 
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des zweiten Büschels, bei welcher a^, b^^ c^, d^ resp. in a^, b^^ Cg, d^ 
übergegangen sein mögen, die Schnittpunkte Ä' = axa^^ JB'=bx b^j 
C'= c X c^ wiederum auf einer Geraden ^ enthalten (Fig. 134) und 
setzt man: d x ^ = D\ d^xg^ B", so sind die Reihen ÄBCB 
und Äff CD" beide auf die 
Punktreihe ABCB durch Per- 
spektive bezogen (resp. be- 
ziehbar) und, <fa sie drei ent- 
sprechende Punkte gemein 
haben, kongruent, d. h. ff ist 
ff' identisch, w. z. b. w. 

193. In zwei Perspektiven 
Strahlbüscheln 8 und 8^ giebt 
es zwei einander ent- 
sprechende Paare recht- ^ £ 
winkliger Strahlen. Sie ^ig- 1^^- 

werden (vergl. 12) gefunden, indem man durch die Scheitel /Sund 8^ 
einen Kreis mit dem Centrum auf der Perspektivitätsachse legt; 
schneidet dieser die Achse in X und Y, so sind x = äX, y = 8Y 
und x^ = 8^Xy i/i^ 8^T die gesuchten Eechtwinkelpaare (Fig. 135). 

Aus dem vorigen 
Satze folgt nun: Hat 
man in zwei Perspek- 
tiven Strahlbüscheln 
die entsprechenden 
Rechtwinkelpaare be- 
stimmt, so bleiben sie 
als solche für jede 
Perspektive Lage der 
Büschel unverändert 
erhalten. 

194. Wir haben fer- 
ner den Satz: Sind zwei 
Strahlbüschel zu *^/ 
einem dritten per- Fig- 1^^. 

spektiv, so können sie zu einander in Perspektive gesetzt 
werden, indem man sie in Bezug auf eine und dieselbe Achse 
zum dritten Strahlbüschel perspektiv legt. Und weiter: Wenn 
zwei Strahlbüschel perspektiv gelegt und überdies drei 
Strahlen des einen mit den entsprechenden des anderen 
vereinigt werden können, so sind sie kongruent. 
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195, Wir knüpfen hieran noch einige alshald verwertbare Be- 
merkungen. Wird von zwei Perspektiven Strahlbüscheln S und S^ 
der eine durch die Gerade ff in einer Punktreihe AJBCD ... ge- 
schnitten, so muß nach 
191 der andere in einer 
kongruenten Punkt- 
reihe ÄBC'jy ... ge- 
schnitten w^den können, 
deren Träger / sei. Es 
müssen dann g und g' 
resp. zu entsprechen- 
den Strahlen h und \ 
der beiden Büschel par- 
allel sein (Fig. 136). 
Denn vereinigt man die 
kongruenten Punktreihen, 
so daß die Büschel wie- 
derum perspektiv liegen, 
so treffen sich h und h^ 
auf der neuen Perspek- 
tivitätsachse, nämlich im 
unendlich fernen Punkte derselben. — Die Konstruktion kongruenter 
Schnitte von Perspektiven Punktreihen ergiebt sich hiernach von selbst. 

196. Zwei Perspektive 
Strahlbüschel dürfen als 
perspektiv-affine Fi- 
guren aufgefaßt werden. 
Es seien S und 8^ ihre 
Scheitel und a ihre Per- 
spektivitätsachse (Fig. 
137). Sind dann die affinen 
Rechtecke 8ACB und 
S^A^C^JB^ 80 bezeichnet, 
daß für die Schnittpunkte 
X und Y entsprechender 
Seiten auf a die Relation: 

8^X:S^r<Sl:8r 
besteht, so folgt(vergl.l 4) : 
AC:BC<A^C^:B^C^. 
Zeichnet man femer die zu 8ACB ähnlichgelegenen Rechtecke SAOS 
und 8ä'C"B' so, daß BC ^B^C^ und Ä'C'^A^G^ ist, so folgt: 
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mithin unter Benutzung der obigen Belation : J'C" < A^ C^, B'C > B-^ C^ 
oder: SB < S^B^ , 8Ä' > S^A^. 

197. Die Strahlbüschel S und /Sj werden von den Geraden BC 
und B^C-^ resp. ^"6^" und ^^(7^ in paarweise kongruenten Punktreihen 
geschnitten. Nach Vereinigung zweier derselben liegen die Büschel 
wiederum perspektiv, so aber daß die Verbindungslinie SS^ der 
Scheitel normal zur Perspektivitätsachse steht und zwar liegt 8 im 
einen Falle näher, im anderen weiter von der Perspektivitätsachse, 
als 8^. Dreht man noch eines der Büschel um die Achse, so kann 
erreicht werden, daß die Gerade 88^ auf der Ebene des Büschels 8 
oder auf der des Büschels 8^ senkrecht steht. Man entnimmt 
daraus den Satz: Von zwei Strahlbüscheln abc und cLfi^e^ 
kann jedes als orthogonale Parallelprojektion des anderen 
dargestellt werden. 

198. Die Betrachtung kann schließlich ausgedehnt werden auf 
die Perspektive Lage von Ebenenbüscheln. Wir erwähnen die bezüg- 
lichen Ergebnisse hier der Vollständigkeit halber, obwohl wir uns 
für konstruktive Zwecke nur derjenigen Sätze zu bedienen haben, 
die sich auf Punktreihen und Strahlbüschel, also auf die einförmigen 
Grundgebilde in der Ebene beziehen. 

Zwei Ebenenbüschel mit den Achsen s und s^ können 
stets in solche Lage gebracht werden, dass drei gegebene 
Ebenen A, B, V des einen mit drei beliebig gewählten 
Ebenen A^, B^, r^ des anderen perspektiv liegen, d. h. so, 
daß ihre Schnittlinien einen Strahlbüschel bilden, dessen Träger 
als Perspektivitätsebene bezeichnet werden mag. Die Lage 
der Perspektivitätsebene 'gegen einen der Büschel kann 
willkürlich angenommen werden. Schneidet nämlich diese 
Ebene die Ebenen A, B, V in dem Strahlbüschel aSc, so hat man, 
um die Perspektive Lage der Ebenenbüschel s und ^^ herzustellen, 
die Ebenen Ai, Bi, r^ in einem kongruenten Strahlbüschel zu schneiden 
und diesen mit dem vorigen zu vereinigen. Um aber den Ebenen- 
büschel AiBifi in dem gegebenen Strahlbüschel abc zu schneiden, 
schneide man ihn zuerst normal zu seiner Achse s^ in dem Büschel 
Oj^iCj und stelle letzteren nach 197 als Orthogonalprojektion von 
abc dar. (Vergl. die schiefe Ansicht in Fig. 138). 

Hieraus folgen analog wie oben die Sätze: 

199. Sind vier Ebenen A, B, f, A eines Büschels s per- 
spektiv zu vier Ebenen A^jB^, r^, ^i eines anderen Büschels 

BoHN u. Pappbritz. I. 10 
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Sp so sind sie es für alle Lagen, in denen drei derselben 
zu den drei entsprechenden perspektiv sind. 

In zwei Perspektiven 
Ebenenbttscheln giebt es 
zwei einander entspre- 
chende Paare recht- 
winkliger Ebenen. Sie 
entsprechen einander für 
jede mögliche Perspektive 
Lage der Büschel. Man 
ändet sie mit Hilfe der 
entsprechenden rechten 
Winkel in den beiden 
Strahlbüscheln die von ir- 
gend zwei zu den Achsen« 
und«, senkrechten Ebenen 
ausgeschnitten werden. 
Sind zwei Ebenenbüschel zu einem dritten perspektiT, 
80 können sie zu einander in Perspektive gesetzt werden, 
indem man sie in Bezug auf eine und dieselbe Ebene znm dritten 
Ebenenbüschel perspektiv legt. Wenn zwei Ebenenbüsche! 
perspektiv gelegt und überdies drei Ebenen des einen mit 
den entsprechenden des anderen vereinigt werden können, 
so sind sie kongruent. 

300. Die Ergebnisse unserer Untersuchung über die Perspekti- 
vität der Grundgebilde: Punktreihe, Strahlbüschel und Ebenenbüschel 
fassen wir dahin zusammen : Zwei (gleichartige oder ungleich- 
artige) einförmige Grundgebilde können auf unendlich 
viele Arten in Perspektive Lage gebracht werden, so daß 
drei gegebenen Elementen des einen drei gegebene Ele- 
mente des anderen entsprechen. Das gegenseitige Ent- 
sprechen der Elemente beider Gebilde ist für alle diese 
Perspektiven Lagen dasselbe. Die Perspektive Lage 
gleichartiger Gebilde geht über in ihre Koinzidenz, wenn 
sich drei Elemente mit ihren entsprechenden decken. 

Wir kehren zurück zur Centralprojektion ebener Figuren, von 
der wir ausgegangen waren, um mit den gewonnenen Hilfsmitteln 
den folgenden Satz zu beweisen. 

30i. Je zwei ebene Vierecke ABCD und A^B^C^S^ können 
in Perspektive Lage gebracht werden. — Wir weisen zu- 
nächst nach, daß dies in einer Ebene möglich ist. Wird dann 
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das eine der Vierecke um die KoUineationsachse aufgedreht, so er- 
geben sich Perspektive Lagen derselben im Räume. 

Es seien M = ff x h und 
M^ = ff^Xh^ die Schnittpunkte 
zweier entsprechender Gegen- 
seitenpaare ff = 4^> A = CD, 
g^ = ^i-5j, \ = t7jjDj, welche 
zusammen alle acht Ecken 
enthalten (Fig. 139). Denken 
wir uns eines der Vierecke, 
etwa äBCBj fest, so ist dem 
anderen eine solche Lage zu 
erteilen, daß die Paare von 
Punktreihen: ÄBM und 
Ä^B^M^, CDM und C^D^M^y 
aus einem Centrum per- 
spektiv liegen. Legen wir 
diese Punktreihen zunächst 
einzeln irgendwie perspektiv, 
so können wir ihre Gegen - 
punkte bestimmen, nämlich 
G„ auf ff, G^ auf ff^, H^ auf 
Ä, H^ auf Äj. Hieraus er- 
geben sich die Gegenachsen 
e,= G,H, und e^ = G^H^ der ^'^- ^^^' 

beiden centrischkoUinearen Figuren. Nach 181 müssen femer die 
Beziehungen bestehen: 

Z. OG^H^ = /.ff^e^, L. OG^H^ = /_ ffs^, 
/_ OH^G„ = /_ h^e^ , z. OH^G^ = Z. he^. 
Durch Antragen der bekannten Winkel, welche in diesen Gleichungen 
rechts vorkommen, an den Punkten G^, H„j G^, H^, findet man 
die Lage des Kollineationscentrums gegen das feste und das 
bewegUche Viereck, und zwar giebt es jedesmal zwei zu der be- 
treffenden Gegenachse symmetrische Lagen: und (7, 0^ und 0^, 

202, Man vereinige nun einen der Punkte 0^ oder 0^ mit 
oder (y so, daß zugleich die Gegenachsen e^ und e^ unter sich parallel 
werden. Das bewegliche Viereck kann acht derartige Lagen an- 
nehmen; aber nur bei vieren zeigt sich zugleich die notwendige 
Bedingung erfüllt, daß die vom Centrum nach G^, H^, G^, H„ lau- 
fenden Strahlen den Geraden ff, h, ff^, h^ parallel werden. Diese 
Fälle werden erhalten, wenn man 0^ mit 0, oder 0^ mit 0' vereinigt. 

10* 
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Man denke sich O^ mit vereinigt und die aofgestellten Be- 
dingungen erfallt (Fig. 140). Sind dann G^ = gx g^ und H^=zh'X h^^ 

Dl die Schnittpunkte der sich 

entsprechenden Geraden, 
so hat man in OG^G^G^ 
und OH^H^H^ zwei Paral- 
lelogramme , für welche 
zwei Eckenpaare G^, H^ 
und G^Qo, H^ parallele 
Verbindungslinien e^ und 
e^ haben, während ein 
weiteres Paar in O ver- 
einigt liegt. Diese Paral- 
lelogramme befinden sich 
folglich in affiner Lage; 
die Schnittpunkte M und 
M^ affiner Seiten be- 
stimmen die Äffinitats- 
achse, welche den sich 
selbst entsprechenden 
Punkt enthält, d. h. 
if, M^ und liegen in 
gerader Linie. Außer- 
dem liegt die G-erade 
G^H^ = ^1 parallel zu e„ 
und e^. — Auf jeder der 
Geraden g^h^g^t \ haben 
wir jetzt drei Punkte, die 
mit den ihnen zugeord- 
neten aus dem Centrum 
perspektiv liegen, näm- 
lich je einen unendlich 
fernen Punkt, einen der 
Gegenpunkte (x«, Ä„, G^y 
11^ und einen der Punkte 
M und M^. Folglich 
werden alle einander ent- 
sprechenden Punkte dieser 
Reihen aus in einander 
*^* ^ * O' projiziert: die Vierecke 

AB CD und A^B^C^I)^ befinden sich in perspektiver Lage. 
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308. Aus dieser einen ergeben sich im Ganzen vier Perspektive 
Lagen in der Ebene. Man kann nämlich erstens das bewegliche 
Viereck nm die Perspektivitätsachse e^ umlegen, worauf (7 das 
Centrum wird (Fig. 140); zweitens kann man es durch den Winkel 
2 R um das Centrum in der Ebene drehen, wodurch die Per- 
spektivitätsachse die neue Lage e^' erhält; drittens kann man beide 
Operationen nacheinander anwenden (die beiden letzten Lagen sind 
in Fig. 141 dargestellt). Im Räume sind zwei verschiedene 
Arten perspektiver Lagen der beiden Vierecke möglich. Sie 
werden erhalten, wenn man das bewegliche Viereck um die Achse 
e^ oder um die Achse e^' aufdreht. 

Harmonische Grundgebilde. 

204. Projiziert man aus einem Centrum die Endpunkte einer 
Strecke A^JB^ und ihren Mittelpunkt C^ auf eine beliebige Gerade ^, 
so bilden die erhaltenen Punkte AJBC mit dem auf ^ gelegenen 
Verschwindungspunkt D (nach unserer früheren Beziehungsweise G\) 
vier Punkte von harmonischer - 

Lage oder eine harmonische ^ ^/^ 

Punktreihe (Fig. 142). 

Aus dieser Definition ist un- 
mittelbar klar: Bei jeder Pro- 
jektion gehen aus vier harmo- y^ \ 

nischen Punkten einer Geraden . ? v^ j ^ ^ ^ 

stets wieder vier harmonische «^ ' ^ ' ' ' 

Punkte hervor. Denn die neue *^* 

Punktreihe kann mit derselben Punktreihe in Perspektive Lage ge- 
bracht werden, die zur Konstruktion der ersten diente. — Projiziert 
man die harmonische Punktreihe ABCD speziell so, daß I) wiederum 
dem unendlich fernen Punkte B^ der Bildgeraden g^ entspricht, so 
muß von den Bildern der anderen drei Punkte, A^, B^^ C^ der Punkt 
C^ in der Mitte zwischen A^ und B^ liegen. Da nämlich in der 
vorher benutzten Punktreihe A^B^C^B^ und der neuen A^B^C^B^ 
die unendlich fernen Punkte B^ und B^ einander entsprechen, so 
können sie dadurch perspektiv gemacht werden, daß man ihre 
Träger, die Geraden g^ und g^, parallel legt; dann aber befinden 
sie sich in ähnlicher Lage und mithin sind die Verhältnisse ent- 
sprechender Strecken gleich, woraus die Behauptung folgt. 

305. Vier harmonische Punkte ABCB bilden zwei Paare 
AB und CB, so daß die Punkte jedes Paares durch die des 
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anderen getrennt liegen. Man kann die beiden Paare mit- 
einander und die Punkte eines oder beider Paare unter 
sich yertauschen, ohne daß die vier Punkte aufhören, eine 
harmonische Reihe zu bilden. Dieselben vier Punkte bilden 
also acht harmonische Reihen: 

ABCD, JBäCD,'AJBJ)C, JBäDC, CD AB, CBBA, BCAB, BCBA. 
Zum Beweise dieses Satzes fuhren wir erstens an: Wenn die Punkte 
ABCD bezw. zu den Endpunkten A^, B^ einer Strecke, ihrem Mittel- 
punkt C^ und dem unendlich 

t? '-^^ ? ^ ^^ fernen Punkte B^ perspektiv 

gelegt werden können, so ist 
dies — wie der Anblick der 
Fig. 143 lehrt — auch nach 
Vertauschung der Punkte A 
und B möglich. — Zweitens: 
Projiziert man die harmonische 
Punktreihe auf eine beliebige 
Gerade g^ so, daß das Bild irgend eines der vier Punkte unend- 
lich fern fallt, so liegt stets das Bild des von ihm getrennten 
Punktes in der Mitte zwischen den Bildern der beiden übrigen. 

sei das Projektionscentrum und es 




J^ 



-9- 



-r 



A 



•"> 




falle etwa das Bild A^ von A ins Un- 






g^ ist; es ist zu 



Fig. 144. 



endliche, so daß OA 
zeigen, daß B,^ die Mitte der Strecke 
C^B^ bildet. Man ziehe (Fig. 144) 
durch B die Parallele zu g^, welche 
von OB in P, von OC in Q getroffen 
werden mag, so muß die Linie AO 
von QB im Punkte R so geschnitten 
werden, daß JO = OR ist; denn die 
harmonischen Punkte A, B, C und B liegen (von Q als Centrum 
aus) perspektiv zu A, R, und dem unendlich fernen Punkte dieser 
Eeihe. Andererseits liegen die Punktreihen AOR und BPQ ähnlich 
(ihr Ahnlichkeitscentrum ist B) und BPQ wiederum ähnlich mit 
D^B^C^ (Ahnlichkeitscentrum 0); daher ist B^B^ = ^2^2» ^- ^- ^- ^- — 
Aus der Verbindung beider Resultate folgt der obige Satz. 

306. Vier Strahlen, die eine harmonische Punktreihe 
aus beliebigem Centrum projizieren, bilden einen harmo- 
nischen Strahlbüschel. Umgekehrt wird ein harmonischer 
Strahlbüschel von jeder Geraden seiner Ebene, die nicht 
durch sein Centrum geht, in einer harmonischen Punkt- 



Perspektivität ebener Figuren, Harmonische Gebilde, 151 




reihe geschnitten. Unter den vier harmonischen Strahlen a,b,Cyd 
sind wiederum zwei Paare getrennter Strahlen a, b und c, d. Hal- 
biert ein Strahl des harmonischen Büschels, z. B. c, den von zwei 
Nachbarstrahlen, a und bj gebildeten 
Winkel, so halbiert der von ihm ge- 
trennte Strahl, d, den Nebenwinkel; 
denn eine senkrecht zu c gezogene 
Gerade (Fig. 145) schneidet die Strah- 
len a, c, b in Punkten A, C, B von 
gleicher Entfernung, folglich den vierten 
harmonischen Strahl d im Unendlichen, 
d. h. es ist d _Lc, woraus die Behaup- 
tung erhellt. 

Ä07. Vier Ebenen, die einen harmonischen Strahlbüschel 
aus beliebigem Centrum projizieren, bilden einen harmo- 
nischen Ebenenbüschel. Umgekehrt wird ein harmonischer 
Ebenenbüschel von jeder nicht durch seine Achse gehenden 
Ebene in einem harmonischen Strahlbüschel und von jeder 
zur Achse windschiefen Geraden in einer harmonischen 
Punktreihe geschnitten. Vom harmonischen Ebenenbüschel 
gelten die analogen Bemerkungen, wie vom harmonischen Strahl- 
büschel. 

Es braucht nicht näher ausgeführt zu werden, wie sich die für 
den Fall einer harmonischen Punktreihe bewiesenen Sätze in 204 
und 205 auf den Fall eines harmonischen Strahl- oder Ebenen- 
büschels übertragen lassen. 

308. Die harmonische Lage von vier Elementen einer 
Punktreihe, eines Strahl- oder Ebenenbüschels ist eine Beziehung 
von fundamentaler Wichtigkeit nicht allein darum, weil sie durch 
die Operationen des Projizierens und Schneidens unzerstörbar 
ist, sondern weil sie zugleich rein synthetisch (d. h. ohne jede 
Benutzung von Maßverhältnissen) darstellbar ist. Es geschieht 
dies (wie jetzt gezeigt werden soll) mit Hilfe sehr einfacher und be- 
merkenswerter Figuren, die nur aus geraden Linien bestehen. 

Wenn man — was najßh 201 stets möglich ist — ein be- 
liebiges Viereck ABCB in Perspektive Lage zu einem Parallelo- 
gramm A^B^Cy^B^ bringt (Fig. 146), so folgen hieraus Eigenschaften, 
die für jedes Viereck gelten. 

309. Vier Punkte einer Ebene A, B, C, B bestimmen 
ein vollständiges Viereck mit sechs Verbindungslinien oder 
Seiten. Letztere gruppieren sich als Gegenseiten zu drei Paaren: 
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AB und CD, ÄC und BD, AB und BC^ so daß jedes Paar alle vier 
Ecken enthält. Die Schnittpunkte X, M^ N der Gegenseitenpaare 
bilden das Diagonal dreieck. Die vollständige Figur besteht aus 

neun geraden Linien; dieselben 
schneiden sich in 13 Punkten: 
A, B, C, B, L, M, iV, P, q,R,8, T, U 
und zwar so, daß jede Gerade 
vier Punkte trägt. 

In einem Parallelogramm 
A^B^C^B^ bildet der Mittelpunkt 
M^ eine Ecke des Diagonaldreiecks, 
die beiden anderen L^ und N^ 
liegen unendlich fern. — Nun liegen 
aber je zwei Ecken des Parallelo- 
gramms zu den beiden Schnitt- 
punkten ihrer Verbindungslinie mit 
den Seiten des Diagonaldreiecks 
'U und je zwei Ecken des Diagonal- 
dreiecks zu den Schnittpunkten 
ihrer Verbindungslinie mit den 
Seiten des Parallelogramms har- 
monisch. Daher folgt sofort: 

Je zwei Ecken eines voll- 
ständigen Vierecks liegen zu 
den Schnittpunkten der sie 
verbindenden Seite mit den Seiten des Diagonaldreiecks 
harmonisch und ebenso je zwei Ecken des Diagonaldrei- 
ecks zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit 
den Vierecksseiten. 

310. Bei der Herstellung der Perspektiven Lage ist es statthaft, 
die Ecken des Vierecks ABCB den Ecken des Parallelograinnis 
^lA^iA ^^ irgend einer Anordnung, deren es 24 giebt, ent- 
sprechend zu setzen. Hierdurch kann im Besonderen jede der drei 
Ecken des Diagonaldreiecks dem Mittelpunkt M-^ des Parallelo- 
gramms zugewiesen werden. Bei den .folgenden acht Anordnungen: 

ABCB, ABCB, BABC, BCBA, CBAB, CBAB, BABC, BCBA 
entspricht stets die Ecke M dem Mittelpunkte M^ ; ebenso giebt es 
aber je acht Anordnungen, für welche L oder .A^ jenem Mittelpunkte 
entsprechen. Die Zulässigkeit der angegebenen Vertauschungen 
zeigt: vier harmonische Punkte (Strahlen, Ebenen) könneu 
auf acht Arten zu sich selbst perspektiv gelegt werden. 
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311. Der obige Satz giebt ein einfaches Mittel, nm zu drei ge- 
gebenen Punkten Ä, JB, C einer Geraden g den vierten har- 
monischen I) zu konstruieren (Fig. 147). Man lege durch 
A^ Bj C je eine beliebige 
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Fig. 147. 
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Gerade a, bj c. Diese 
mögen sich in den Punk- 
ten : P^cXa, Q:=a Xb, 
Ii = bxc schneiden. Zieht 
man noch die Geraden 
AH und SP, welche sich 
in S schneiden, so trifft 
die Gerade d = SQ die 
gegebene ff im gesuchten — 
Punkte D, — Hierdurch 
ist zugleich eine Methode 
gegeben, um zu drei gegebenen Geraden oder Ebenen eines Büschels 
die vierte harmonische zu finden. 

313. Der obigen Definition des vollständigen Vierecks stellen 
wir noch die des vollständigen Vierseits gegenüber. 

Vier Gerade einer Ebene a, b, c, d bestimmen ein voll- 
ständiges Vierseit mit sechs Schnittpunkten oder Ecken. 
Letztere gruppieren sich als Gegen ecken zu drei Paaren: a x b 
und c X dy a X c und ^ 
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s 



b X d, aXd und bXc, 
so daß durch jedes 
Paar alle vier Seiten 
gehen. Die Verbin- 
dungslinien d^r Gegen- 
eckenpaare bilden das 
Diagonal dreiseit 
(Fig. 148). Die voll- 
ständige Figur besteht 
aus neun Punkten; die- 
selben haben 13 Ver- 
bindungslinien: a,^,c,rf, 
/, m, «, Pj q. r, ä, t, w, von denen je vier durch einen der Punkte 
gehen. 

Man hat dann auch folgenden Satz: 

Je zwei Seiten eines vollständigen Vierseits liegen zu 
den Verbindungslinien ihres Schnittpunktes mit den Ecken 
des Diagonaldreiseits harmonisch und ebenso je zwei 
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Seiten des Diagonaldreiseits zu den Verbindungslinien 
ihres Schnittpunktes mit den Vierseitsecken. — Der Be- 
weis des Satzes ist leicht zu fuhren, wenn man beachtet, daß die 
hier vorkommenden Strahlbüschel über Punktreihen stehen, die nach 
209 als harmonische erkannt werden. 

Metrische Beziehungen zwischen perspeictiven Grundgebiiden. 

318. Für zwei ähnliche ebene Figuren gilt das Gesetz : Alle 
Strecken des Originals haben zu ihren Bildern einerlei Verhältnis 
(gleichviel in welcher Richtung sie gezogen sind). Für affine Fi- 
guren ergab sich: Alle unter sich parallelen Strecken des Origi- 
nals haben zu ihren Bildern dasselbe Verhältnis (aber dieses Ver- 
hältnis ändert sich von einer Richtung zur anderen). In beiden 
Fällen besteht zwischen den Abständen dreier Punkte A, JB, C 
einer Geraden und denen der entsprechenden Punkte Ä^, B^^ C^ 
der Bildgeraden die Verhältnisgleichung: 

AG __ Ä,Gi 
BG ~ B^Gi ' 

Es erhebt sich jetzt die Frage nach einem analogen Gesetze für 

Perspektive Figuren. 

214. Zwischen drei Punkten Ä, JB, C einer Geraden und den 
entsprechenden Punkten Ä^,£^, (7^ irgend einer Perspektiven Geraden 
kann keine Streckenrelation bestehen, denn wir haben gesehen, daß, 
wenn erstere gegeben sind, letztere noch willkürlich angenomnien 
werden dürfen. Dagegen zeigt der in 187 bewiesene Satz, daß vier 
Punkte einer Geraden g^ eine Streckenrelation erfüllen müssen, um 
mit vier gegebenen Punkten einer anderen Geraden ff in Perspek- 
tive gesetzt werden zu können. Diese Beziehung kann nicht mehr 
in der Gleichheit zweier entsprechend gebildeter Streckenverhält- 
nisse bestehen, wie oben ; sie drückt sich vielmehr aus als Gleichung 
zwischen Quotienten, die aus entsprechenden Streckenverhältnissen 
gebildet sind und Doppelverhältnisse heißen. — Obgleich mm 
in der darstellenden Geometrie auf die Bestimmung von Doppel- 
verhältniswerten im allgemeinen nicht Bezug genommen wird, so 
soll doch hier der Begriff des Doppelverhältnisses allgemein 
entwickelt und seine Anwendung auf Perspektive Figuren erklärt 
werden. Dies kann indeß nicht geschehen, ohne einige allgemeine 
Bemerkungen über die Messung von Strecken und Winkeln 
vorauszuschicken. 

316. Eine Strecke ist durch ihre Endpunkte Ä und JB eindeutig 
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bestimmt, wenn zugleich die Eichtung gegeben ist, in der sie 
durchlaufen werden soll. Ist dies die Richtung von A nach JB, 
so bezeichnen wir die Strecke durch AB, durch SA dagegen im 
entgegengesetzten Falle. Wir setzen ferner für jede Gerade eine 
positive Richtung fest (welche, ist gleichgültig), d. h. wir stellen 
alle in der einen Richtung durchlaufenen Strecken der Geraden 
als positiv in Rechnung, die in der umgekehrten Richtung 
durchlaufenen Strecken aber als negativ. Hiernach besteht für 
zwei beliebige Punkte A und JB die Gleichung: 

AB + BA^O oder BA = - AB; 
ebenso besteht für drei beliebig auf einer Geraden gelegene Punkte 
Aj B, C die Gleichung: 

AB + BC+ CA^O oder AB == CB -^ CA 
und ähnliche Gleichungen gelten für mehr Punkte. 

216, Der von zwei Geraden a und b (in einer Ebene) gebildete 
Winkel ist eindeutig bestimmt, wenn angegeben wird, nach welcher 
Richtung vom Scheitel aus die Schenkel gehen und in welchem 
Drehsinne der Winkel beschrieben werden soll. Die Schenkel- 
richtungen sollen mit den positiven Richtungen der beiden Geraden 
übereinstimmend angenommen werden. Wir setzen ferner für jede 
Ebene willkürlich einen positiven Drehsinn fest, d. h. wir rechnen 
die in dem einen Sinn beschriebenen Winkel positiv, die im ent- 
gegengesetzten Sinn beschriebenen negativ. Durch jL ab be- 
zeichnen wir den Winkel, welchen ein Strahl beschreibt, der sich 
aus der Anfangslage + a in positivem Sinne bis in die Endlage 
+ b dreht. Es ist dann 

l^ ab + z_ ^a = 4 R, 
wie auch die Geraden a und b liegen mögen. Wenn wir aber ver- 
abreden, daß ganze Umdrehungen außer Betracht bleiben, also 
Winkel, die sich um ganze Vielfache von 4 R unterscheiden, als 
gleich angesehen werden sollen, so haben wir die Gleichung: 

/- ab + /_ba ^0 oder /^ba— — L^ab, 
Ebenso besteht für drei beliebige Gerade a, b, c einer Ebene die 
Gleichung: 

/L ab + Z-bc + l_ ca = oder /_ab — /_ cb -- /_ca\ 
ähnliche Gleichungen giebt es für mehr Geraden. Wie man leicht 
erkennt, ist es gleichgültig, ob die betrachteten Geraden durch 
einen Punkt gehen oder nicht; auch bedarf es keiner Erläuterung, 
wie die gegebenen Erklärungen auf die Bestimmung der Winkel 
windschiefer Geraden oder der Neigungswinkel gegebener Ebenen 
auszudehnen sind. 
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Wird ein Winkel durch seinen Scheitel und zwei auf den 
Schenkeln gelegene Punkte A und JB bestimmt, so bezeichnen wir 
ihn durch z_ AOB, wenn er von einem Strahle beschrieben wird, 
der aus der Lage OA mit positivem Drehsinn in die Lage 0£ über- 
geht. Dann ergiebt sich, ähnlich wie vorher: 

Z. AOS + z. BOA = oder Z. BOA = - z. AOB, 
Z. AOB + Z- BOC + z. COA = oder z. AOB = /_ COB - z. COA, 

u. s. f., wobei die Punkte 0, A, B, C, . . . beliebig in der Ebene ver- 
teilt sein können. 

317. In einer Punktreihe ist nach Festlegung zweier 
Grundpunkte A und B jeder dritte Punkt C durch das 
Verhältnis 



X = 



ÄG 
Bö 



seiner Abstände von den Grundpunkten bestimmt (w^obei 

vorausgesetzt wird, daß x auch dem Vorzeichen nach bekannt sei). 

Durchläuft das Ab- 

i ~^ 1^ il. Standsverhältnis oe ste- 

A Af B 



Fig. 149. 



tig alle positiven Werte 
von + 00 bis zu +1 
und von + 1 bis zu 0, dann alle negativen von bis zu — 1 und von 
— 1 bis zu — 00 , so beschreibt dementsprechend der Punkt C die 
Punktreihe in der Richtung der Strecke AB^ nämlich vom Punkte B 

aus bis ins Unendliche, auf der anderen 
Seite vom Unendlichen kommend bis 
zum Punkte A^ dann von A bis zur 
Mitte M der Strecke AB und von. hier 
bis wieder zu B (Fig. 149). 

318. In einem Strahlbüschel 
ist nach Angabe zweier Grundstrahlen 
a und h (und willkürlicher Festsetzung 
ihrer positiven Eichtungen) jeder dritte 
Strahl c durch das Verhältaiis der senk- 
rechten Abstände irgend eines seiner 
Punkte von den Strahlen a und h 
oder — was dasselbe ist — durch 
das Sinusverhältnis 




Fig. 150. 



X = 



sin ac 
sinöc 



seiner Winkel mit den Grundstrahlen bestimmt bis auf die Durch- 
laufungsrichtung, welche willkürlich bleibt. Das Sinusverhältnis x 



Perspektivität ebener Figuren, Harmonische Gebilde, 157 










L 






% 


^ 


^a^ 






/ »\^-^ 


/ 








/ \^ N"» 


/ 








' \\Vn 


/ 










-JP 








1 V ^ 


jßr^. 


\ 






/ * N 


L \ 


V 






/ * V, 


\ 


X 






' ^ 9I 


/ '\ 


N 
\ 




/ 


* P^ 




\ X 




t 


\/ N 




\ N 








^ 


N 


\ 


1 








s 


t 




\ 


\ 


V 


J 




v. 


v, 


t) 


a^ 


Fig. 


151. 


c, 


D, 



hat den Wert 0, oder 00, oder — 1, oder + 1, wenn die Gerade c 
bezw. mit a, mit ä, mit der Halbierungslinie m des Winkels ah oder 
mit der Halbierungslinie n des Nebenwinkels zusammenfällt (Fig. 150). 
Analoges gilt von der Bestimmung der Ebenen eines Büschels 
durch ein Sinusverhältnis. 

319. Wir schreiten jetzt zur Ableitung der Relation, die zwischen 
zwei Perspektiven Punkt- 
reihen, äBCB auf g und 
Ä^B^C^L^ auf^i, bestehen 
muß. Es sei ihr Per- 
spektivitätscentrum (Fig. 
151); man bestimme in 
beiden Geraden die Gegen- 
punkte, also G^ auf g und 

G^ auf ^j, indem man ~^ ^"V— fe ^/y ^ «^ 

aus die Parallelen zu 
g^ und g zieht. Dann 
entstehen zwei Reihen ähnlicher Dreiecke: AGa^A^Or^ /^G^OA^ 
A G^B^Or^ A G^OB, u. s. w. Folglich hat man: 

oder auch: 

f^ 4 - (^ Ti ' Ci n * n^ 7) ^ . 1_ . 1_ . _1_ 

^CX)^!- ^00^1- ^00^1 -^00^1 - Q^^' Q^ß' Q^Q' Q^J)' 

Setzt man nun in der Gleichung: 

für die rechts vorkommenden Strecken die ihnen proportionalen 
Größen aus der vorigen Gleichung ein, wobei der Bruch ungeändert 
bleibt, so ergiebt sich nach einfacher Reduktion der Wert: 

QvB GvÄ - Gv G _ GvB AG -^ 

GvÄ ' GvB- Gv'G~' GvA' BG ' 

Es besteht also die Gleichung 

Ä^_G^ AG ^ ^ : AD, __ %ß AD 

B,G, ~ GvA ' BG ^^^ eoenso. ^^^^ - ^^^ . ^^ . 

Durch Division ergiebt sich die gesuchte Relation in der Form: 

AOi . ADi _' AG ^ AD 
B,Gi ' B^Di " BG '^ BD' 

330. Der Quotient -^'-wj^ wird das Doppelverhältnis der 
vier Punkte A, Bj C, B genannt und durch {ABCD) bezeichnet. 
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Das Doppelverhältnis zweier perspektiver Punktreihen 
JBCD und A^B^C^B^ hat den gleichen Wert: 

[ABCD) r= [A^B^C^D^). 

Hierzu kommt der Satz: Durch Angabe des Doppelverhält- 
nisses {ABCD) ist, wenn drei der Punkte, etwa A, B, C ge- 
geben sind, der vierte B auf ihrer Verbindungslinie ein- 
deutig bestimmt. Denn ist X der Wert von [ABCl))^ so ist 

durch die Bedingung 

AD ÄC , 



BD Bö 

das Verhältnis der Abstände des Punktes JD von den festen Punkten 
A und B mithin JD selbst festgelegt. Aus der Verbindung beider 
Resultate folgt: 

Damit zwei Punktreihen ABCD und A^B^C^B^ in Per- 
spektive Lage gesetzt werden können, ist notwendig und 
hinreichend, daß die entsprechenden Doppelverhältnisse 
gleich sind. 

331. Für die Bildung des Doppelverhältnisses ist eine bestimmte 
Reihenfolge der Punkte ABCB zu Grunde zu legen. Wird 
diese abgeändert, so ändert sich im allgemeinen der Wert des 
Doppelverhältnisses. Bei gewissen Vertauschungen der vier Punkte 
aber bleibt der Wert ungeändert. Man hat nämlich: 

AG,AD_BD_^BG^_CA^CB_ _ DB . DA^ 
Bö' BD~ AD ' AÖ ~' DA ' DB '^ CB ' CA 

oder {ABCB) = {BABC) = {CBAB) = [BCBA). 

Es tritt also keine Änderung ein, wenn man die Punkte des Paares 
Aj B und gleichzeitig die des Paares (7, B miteinander vertauscht, 
oder wenn man die Paare vertauscht, oder wenn man beides zu- 
gleich ausführt. Den 24 möglichen Anordnungen der vier Punkte 
entsprechen daher nicht ebensoviele sondern nur sechs Doppel- 
verhältniswerte. Man erhält dieselben, indem man die Anord- 
nungen ABCB, ABBC, ACBB, ACBB, ABBC, ABCB, 
oder die mit ihnen äquivalenten, zu Grunde legt. — Hieraus ist 
zu schließen: 

Sind vier Elemente zweier Punktreihen ABCB und 
A^B^C^B^ auf irgend eine Weise projektiv, so sind sie es 
im ganzen auf vier Arten. Es kann nämlich die Punktreihe 
A^B^C^B^ der Reihe nach zu 

ABCB, BABC, CBAB, BCBA 
in Perspektive Lage gebracht werden. 
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323. Das Doppelverhältnis vier harmonischer Punkte 
hat den Wert — 1 oder die Abstandsverhältnisse der 
Punkte des einen Paares von den Punkten des anderen sind 
entgegengesetzt gleich. Nach 219 besteht nämlich die Gleichung: 

Ä^ _ AG DB 

B^Ci ^ BC DA' 
(wo wir, wie oben, D statt G„ geschrieben haben). Wenn nun, wie 
hier angenommen wird, ^ ^ . ^ 

ist, so folgt: 

Mit Bezug hierauf sagt man wohl auch: die Strecke AB (oder CD) 
wird durch die Punkte C und D {A und B) harmonisch (d. i. innen 
und außen nach demselben absoluten Verhältnis) geteilt. — Auf 
der Verbindungslinie eines Punktpaares A, B gehört zu jedem ge- 
gebenen Punkte C ein bestimmter Punkt i>, der mit C im Vereine 
das Punktpaar A, B harmonisch trennt; insbesondere gehört zum 
Mittelpunkte der Strecke AB der unendlich ferne Punkt und um- 
gekehrt; fallt C mit A oder B zusammen, so koinzidiert B mit 
demselben Punkte. — Daß unter den vier Punkten, ohne ihre harnjo- 
nische Lage zu zerstören, die weiter oben angegebenen Vertauschungen 
stattfinden können, drückt sich darin aus, daß man schreiben darf: 

[ABCD) = [BACB) = [ABBC) = [BABC) = [CBAB) 
= \CBBA) = \bCAB) = \bCBA) = - 1. 
333. Der Begriff des Doppelverhältnisses findet nicht allein An- 
wendung auf vier Elemente einer Punk treibe, sondern ebenso auch 
auf vier Elemente eines Strahlbüschels oder Ebenenbüschels. 
Wir definieren das Doppelverhältnis von vier Geraden eines 
Büschels durch . , 

/ , jv Bin Lac sm L ad 
\abca) = — — -^— : - — — r-i. 
' sm Z_ c sin Z_ a 

Dann läßt sich leicht zeigen: Das Doppelverhältnis von vier 

Strahlen eines Büschels stimmt 

überein mit dem von vier Punkten, 

die auf ihnen von einer beliebigen 

Geraden ausgeschnitten werden. ^ 

Die Strahlen ah cd mögen die Punkt- / 

reihe ABCB (auf der Geraden g) aus / 

dem Centrum projizieren und es sei — -^t~^ — \ \ ^ ^ 

h = {p-^g) (Fig. 152). Das Doppelte ^^2. 

des Flächeninhaltes der Dreiecke OAC, 

OBC, OAB, OBB läßt sich auf zweierlei Art ausdrücken: entweder 
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als Produkt der in ff gelegenen Basis in die Höhe A, oder als Pro- 
dukt zweier von auslaufender Seiten in den Sinus des ein- 
geschlossenen Winkels. Aus den durch Gleichsetzung der beiderlei 
Ausdrücke erhaltenen Relationen: 



ÄC 


■fi- 


OÄ^OC ' 


sin z_ ac 


BC 


■h = 


OB'OC' 


sin /_ bc 


AT) 


.h = 


OAOB' 


sin Z- ad 


BD 


■h = 


OB OB 


' sin z_ bd 


ÄO 

• 


AD 


sin L. ae 


sin L ad 

• 



folgt aber: 

BC ' BD " sin z. be ' sin L bd ' 

334. Zwei Perspektive Strahlbüschel abcb und a^b^c^d^ 
haben gleiches Doppelverhältnis. Denn projizieren beide aus 
ihren Centren und 0^ dieselbe Punktreihe ABCB, so stimmt 
deren Doppel Verhältnis nach dem Vorigen mit dem jedes der darüber- 
stehenden Strahlbüschel überein. Femer gilt offenbar der Satz: 

Damit zwei Strahlbüschel abcd und a^b^c^d^ in Per- 
spektive Lage gebracht werden können, ist notwendig und 
hinreichend, daß ihre Doppelverhältnisse gleich seien. 

335. Wir definieren das Doppelverhältnis von vier Ebenen 
eines Büschels durch 

..p-^v sin ^ Ar sin^AJ 

(Abi ^j - gjj^ ^ er • sin Z. BJ ' 

Dann folgt wieder: 

Das Doppelverhältnis eines Ebenenbüschels ABFJ ist 
dem eines jeden Strahlbüschels gleich, welches von einer 
beliebigen Ebene ausgeschnitten wird. Steht nämlich die 
Ebene des Strahlbüschels abcd normal zur Achse des Ebenen- 
büschels ABFJ, so sind die zur Bildung des Doppelverhältnisses 
(ABF/d) zu benutzenden Neigungswinkel /_ Af, Z_ Bf, Z_ AJ, z_ BA 
bezw. mit den Winkeln /_ ac, L.bc, /_ ad, z_ ^ö? identisch. Daher ist: 

(ABr^) = {abcd) 
Ist femer der Strahlbüschel a^b^c^d^ ein beliebiger ebener Schnitt 
des Ebenenbüschels ABFJ, so liegt er perspektiv zu ahcd^ denn 
beide Strahlbüschel projizieren die Punktreihe, in welcher die Schnitt- 
linie ihrer Ebenen den gegebenen Ebenenbüschel beschneidet. 
Hieraus folgt schließUch: 

336. Zwei Perspektive Ebenenbüschel ABFJ und 
AiBifi/dj haben gleiches Doppelverhältnis. 

Damit zwei Ebenenbüschel ABFJ und tK^^x\ in Per- 
spektive Lage gebracht werden können, ist notwendig und 
hinreichend daß ihre Doppelverhältnisse gleich seien. 
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Alles Gesagte lätit sich dahin zusammenfassen: Das Doppel- 
verhältnis von vier Elementen einer Punktreihe, eines 
Strahlbüschels, eines Ebenenbüschels bleibt ung%ändert, 
wenn man auf diese Gebilde beliebig die Operationen des 
Projizierens oder Schneidens anwejidet. 



Involutorische Grundgebilde. 

Wir knüpfen an die gewonnenen Resultate die Erörterung einer 
wichtigen speziellen Lagebeziehung an, die man zwischen Perspektiven 
einförmigen Grundgebilden herstellen kann. 

327. Es seien zwei Perspektive Punktreihen gegeben. sei 
das Perspektivitätscentrum, ff und ff^ ihre Träger, U und U^ die un- 
endlich fernen Punkte derselben, G^ und G^^ die Gegenpunkte, end- 
lich AB und Ä^B^ zwei ent- 
sprechende Strecken (Fig. 153). 
Da die Punktreihen ^ J? ff», ?7 und 
A^B^U^G^ perspektiv liegen, 
haben sie gleiches Doppelver- 
hältnis : 

AGv^ Bü_ ^ A^U^ B^O^ 
BOv 'AU ~' B^U/ A.'G^ ' 

Folglich hat man, weil 

BU _ A^U^ _ - 

Aü '^ B^üi "■ 
ist: ÄG„\BGv = B^G^:A^G^ . Hiemach sind ÄBG^ und B^A^G^ 
ähnliche Punktreihen und es ist auch: 

Ä^B^ : AB = G^A^ : BG, = G^B^ :AG^. 

Sollen die entsprechenden Strecken JJS undA^B^ einander gleich 
werden, so muß eine der beiden Relationen 

G^A^ = BG,, G^B^^AG, 
erfüllt werden, woraus wegen der angenommenen Perspektivität die 
andere folgt. Damit irgend zwei entsprechende Strecken 
AB und A^B^ in Perspektiven Punktreihen gleich seien, ist 
nur erforderlich, daß zwei nicht entsprechende Endpunkte 
derselben bezw. vom Gegenpunkte ihrer Reihe den gleichen 
Abstand haben. 

328. Trägt man also in den Perspektiven Reihen auf g und 
g^ resp. von G^ und G^ nach beiden Seiten eine willkürlich ange- 
nommene Strecke ab, und sind A und B, resp. B^ und C^ die sich 
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ergebenden Endpunkte, Ä^ und L^j resp. B und C die zu ihnen per- 
spektiv gelegenen Punkte, so sind 

^^ AC=^A^C^, BB = B^B^ 

gleiche Strecken, deren Endpunkte einander entsprechen (Fig. 154). 
Von den ersten beiden Paaren schließt jede Strecke den Gegen- 

. punkt ihrer Reihe aus; 

jp^ wenn daher ein Punkt 

// P die endliche Strecke 

y^ Jy AB durchläuft, so be- 

^\^ / schreibt der entspre- 

//\-^l chende Punkt P, die 

/.:'" / endliche Strecke A.B,. 

^^'- j^^ — Anders beiden bei- 

'^^''' \v'\ / den zuletzt genannten 

^-''.'V / . \ ^ / Streckenpaaren: hier 

.'' ,-' / ; \ \ /\ schließt jede Strecke 

^''' ,.' /' •' \ iv \ den Gregenpunkt ihrer 

— ^ ^ — ^ — j; it-i^T^ ^g — Ä Reihe ein; durchläuft 

C, V, D, a. A,Ja,V, 4 also P die Strecke JC, 

/ SO beschreibt Pj den 

y von der Strecke A^C^ 

Fig. 154. ausgeschlossenen Teil 

der Reihe g^. Man er- 
kennt hieraus: In zwei Perspektiven Punktreihen giebt es 
zwei Systeme gleicher Strecken mit entsprechenden End- 
punkten. Bei dem ersten System entsprechen einander die 
zwischen den Endpunkten enthaltenen endlichen Strecken; 
bei dem anderen System entspricht die endliche Strecke 
zwischen den Punkten der einen Reihe der von den ent- 
sprechenden Punkten der anderen Reihe begrenzten un- 
endlichen Strecke. 

329. Die beiden Punktreihen sollen jetzt auf einer und der- 
selben Geraden so 



-O O O OH> O O O-^ 

ir B a^ '^c V DP 



aj -^ ^r-- 5^--^^ 1r~^ vereinigt werden, 

daß die Gegen- 



^ 



o o-o o o o o- 



punkte G^ und G^ 

aufeinanderfallen. 

1/ B^ a^ er DP Hierbei sind noch 

^^' ' zwei Lagen mög- 

lich: Bei der einen (Fig. 155 a) fallen die entsprechend gleichen 
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Strecken des ersten Systems verkehrt aufeinander (z. B. fallt B^Ä^ 
auf AB, C\I)^ auf BC, u. s. f.); entsprechende Strecken haben ent- 
gegengesetzte Richtung. Bei der anderen Lage (Fig. 155 ä) fallen 
die Endpunkte der gleichen Strecken des zweiten Systems verkehrt 
aufeinander (z. B. fällt C^ auf A und A^ auf C, B^ auf B und B^ 
auf B, u. s. f.), aber jeder endlichen Strecke (in der einen Reihe) 
entspricht die von ihr ausgeschlossene unendliche Strecke (in der 
anderen Reihe); entsprechende Strecken sind dabei gleichgerichtet. 
In beiden Fällen findet zwischen den Punkten auf dem gemeinsamen 
Träger ein vertauschbares (doppeltes) Entsprechen statt, d. h. 
wenn einem Punkte P als Original P^ als Bild entspricht, so ent- 
spricht dem mit P^ vereinten Punkte Q als Original der mit P ver- 
einte Punkt Qj als Bild. 

330. Man nennt die beiden Perspektiven Punktreihen in ihrer 
neuen Lage involutorisch und ihre Vereinigung eine Involution 
von Punkten. Aus der Vereinigung der Gegenpunkte G^ und G^ 
entsteht der Mittelpunkt der Involution. In dem ersten der obigen 
Fälle heißen die involutorischen Reihen ungleichlaufend, im zweiten 
Falle gleichlaufend. 

Aus der gegebenen Konstruktion folgt unmittelbar: Zwei Per- 
spektive Punktreihen liegen nach ihrer Vereinigung auf 
einer Geraden involutorisch, wenn es ein Paar getrennter 
Punkte giebt, die einander vertauschbar entsprechen. 

231. Femer ergiebt sich: Bei zwei ungleichlaufenden in- 
volutorischen Punktreihen fallen zwei Paare entsprechen- 
der Punkte ?7 und U^, Fund F^ zusammen; sie ergeben die 
sich selbst entsprechenden Punkte oder Doppelpunkte der 
Involution. Bei zwei gleichlaufenden involutorischen 
Punktreihen giebt es solche Punkte nicht. 

Man kann die Doppelpunkte aus der ursprünglichen Perspektiven 

Lage der beiden Reihen konstruieren. Sind nämlich U und ?7j 

zwei Perspektive Punkte, so ist (Fig. 154): 

A OG^ U^^A UG,0 
mithin: 

G^U^:G^O=OG,:UG,. 

Sollen daher U und U^ — wie es hier erfordert wird — resp* vom 

Gegenpunkte ihrer Reihe den gleichen Abstand haben, so hat man: 

G^ U^ = UG, = ^OG.'G^O 



zu nehmen. Trägt man also die mittlere Proportionale der Strecken 
OG^ und G^O von G„ resp. G^ nach beiden Seiten ab, so findet 
man zwei Paare von Punkten U und U^, V und V^, die der ge- 
ll* 



164 Perspekiivität ebener Figuren, Harmonische Gebilde. 



stellten Forderung genügen. Nach der Vereinigung beider Punkt- 
reihen zur Involution deckt sich entweder U mit U^ und F mit F^ 
bei ungleichlaufenden Reihen) oder U mit F^ und F mit U^ (bei 
(gleichlaufenden Reihen). 

383. Bei zwei ungleichlaufenden involutorischen Punkt- 
reihen werden je zwei einander vertauschbar entsprechende 

Punktet und^ durch 
— o^ o 2 — 'S? p *" dieDoppelpunkte ?7und 

„. .^^ F der Involution har- 

Fig. 156. . 

monisch getrennt (Fig. 
156). Da nämlich das Doppelverhältnis X der vier Punkte A, B^ U, T. 
bei Vertauschung von A mit B ungeändert bleibt: 

Aü BV^_BÜ_ AV^ 
Bü ' ÄV "" AU ' BV' 

sein Wert A also mit -j übereinstimmt, so muß es einen der Werte 

A = + 1 oder A = — 1 haben; ersterer aber stellt sich nur ein, wenn A 
mit B zusammenfällt, was hier ausgeschlossen ist, mithin ist A = —1. 
w. z. b. w. Speziell halbiert der Mittelpunkt M der Involution die 
Strecke ÜF, weil er dem unendlich fernen Punkte doppelt entspricht. 
338. Die obigen Definitionen und Sätze lassen sich mit Leichtig- 
keit auf die übrigen einförmigen Grundgebilde ausdehnen. Ebenso 
wie für Punktreihen auf derselben Geraden, gelten sie auch für 
Strahlbüschel mit demselben Scheitel und in derselben Ebene und 
für Ebenenbüschel mit derselben Achse. Man erhält z. B. zwei 
involutorische Strahlbüschel oder eine Involution von Strahlen, wenn 
man zwei involutorisch liegende Punktreihen aus einem außerhalb 
gelegenen Centrum projiziert und analog erhält man durch Projektion 
eine Involution von Ebenen aus einer Strahleninvolution. Umgekehrt 
ergiebt jeder ebene Schnitt einer Ebeneninvolution eine solche von 
Strahlen und jeder geradlinige Schnitt einer Strahleninvolution eine 
solche von Punkten. Es mag hier genügen, das Wichtigste bezüg- 
lich der involutorischen Strahlbüschel hervorzuheben. 

384. Wir denken uns die Perspektiven Strahlbüschel S und S^ 
zuerst in solche Perspektive Lage gebracht (Fig. 157), daß die Per- 
spektivitätsachse e^ zu zwei entsprechenden Rechtwinkelschenkeln 
y und y^ parallel wird (vgl. 195) und folglich die beiden anderen 
Schenkel x und x^ einander decken. Wir tragen ferner am Scheitel 
8 zu beiden Seiten des Strahles x und am Scheitel S^ zu beiden 
Seiten des Strahles y^ den willkürlich angenommenen Winkel gp an. 
Die so erhaltenen neuen Winkelschenkel mögen durch a, d, Äj, c^ 
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bezeichnet werden, ihre Schnittpunkte mit der Perspektivitätsachse 
durch A, D, B, C und die zu ihnen perspektiv liegenden Strahlen 
durch a^,d^, b, c. Dann 
sind die rechtwinkligen 
Dreiecke 8XÄ und £XS^ 
ähnlich, also: 

S^X:XA = £X:XS', 

folglich sind die recht- 
winkeligen Dreiecke 
S^XA und BXS eben- 
falls ähnlich und es ist: 

l_BSX= i^AS^r. 

Bezeichnet man die 
Größe dieser beiden 
Winkel durch t//, so 
findet man: 

/_ ab = /^ a^b^j 




Fig. 157. 




denn die letztgenannten vier Winkel sind sämtlich von der gleichen 
Größe: xp—q). Ebenso hat man auch: 

l, ac = ^ a^c^ j L.bd =^ L.b^d^. 
Man entnimmt hieraus: In zwei Per- 
spektiven Strahlbüscheln giebt 
es zwei Systeme gleicher Winkel 
mit entsprechenden Schenkeln. 
Bei dem ersten System ent- 
sprechen einander die gleichen 
Winkel selbst; bei dem anderen 
System entspricht einem Winkel 
des einen Büschels sein Supple- 
mentwinkel im anderen Büschel. 
235. Man denke sich jetzt die 
beiden Strahlbüschel am nämlichen 
Scheitel so vereinigt, daß die ent- 
sprechenden rechten Winkel sich mit 
vertauschten Schenkeln decken. Dies 
ist auf zwei Arten möglich. In der 
einen Lage (Fig. 158«) fallen die ent- 
sprechenden gleichen Winkel des ersten 
System es verkehrt aufeinander (z. B. Fig. i58. 
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fällt L.b^a^ auf L.abj L. d^c^ auf z_ cc?u. s. f.); entsprechende Winkel 
werden in entgegengesetztem Sinne beschrieben. In der anderen Lage 
(Fig. 158 b) fallen die Schenkel der gleichen Winkel des zweiten 
Systems verkehrt aufeinander (z. B. fällt c^ auf a und a^ auf c, 
d^ auf b und b^ auf d u. s. f.), aber einem Winkel in dem einen 
Büschel entspricht der im gleichen Sinne durchlaufene Supplement- 
winkel im anderen Büschel. Beide Male aber findet zwischen den 
Strahlen der beiden Büschel ein vertauschbares Entsprechen 
statt. Wir haben also im ersten Falle ungleichlaufende, im 
zweiten gleichlaufende involutorische Strahlbüschel. Hieraus 
folgt sofort: 

Zwei Perspektive Strahlbüschel liegen nach ihrer Ver- 
einigung an einem Scheitel involutorisch, wenn es ein Paar 
getrennter Strahlen giebt, die einander vertauschbar ent- 
sprechen. 

336. Bei zweiungleichlaufenden involutorischen Strahl- 
büscheln giebt es zwei sich selbst entsprechende oder 
Doppelstrahlen; bei gleichlaufenden involutorischen Bü- 
scheln giebt es solche Strahlen nicht. Die Doppelstrahlen 
lassen sich leicht konstruieren, wenn man von der in 234 an- 
genommenen Perspektiven Lage der beiden Strahlbüschel 8 und S^ 
ausgeht. Sind nämlich 8U und 8^U zwei Perspektive Strahlen 

(Fig. 159) und sollen die- 
selben bei der Vereinigung 
der Büschel zur Involu- 
tion zur Deckung kom- 
men, so müssen die recht- 
winkeligen Dreiecke XSV 
und XUS^ ähnlich und 
folglich z. 8U8^ ein rech- 
ter Winkel sein. Be- 
schreibt man daher über 
88^ als Durchmesser einen 
Kreis, so findet man als 
Schnittpunkte desselben 
mit der Perspektivitäts- 
achse zwei Punkte U und F, deren Verbindungslinien mit 8 resp. 
/Sj die gesuchten Strahlen w, v resp. u^ , v^ sind. Nach der Ver- 
einigung der Strahlbüschel zur Involution koinzidiert entweder u 
mit u^ und v mit v^ (bei ungleichlaufenden Büscheln) oder u mit v^ 
und V mit u^ (bei gleichlaufenden Büscheln). 




Fig. 159. 
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337. Schließlich folgt hier aus denselben Gründen wie oben 
für Punktreihen der Satz: 

Bei zwei ungleichlaufenden involutorischen Strahl- 
büscheln werden je zwei einander vertauschbar ent- 
sprechende Strahlen a und h durch die Doppelstrahlen u 
und V der Involution harmonisch getrennt. Insbesondere 
halbieren die entsprechenden Rechtwinkelstrahlen «ar und y die von 
den Doppelstrahlen u und v gebildeten Winkel. 

Sind zwei involutorische Punktreihen oder Strahlbüschel gegeben 
— was durch die Angabe zweier Paare voneinander vertauschbar 
entsprechenden Elementen geschehen kann — so entsteht die Frage 
nach der Konstruktion ihrer Doppelelemente. Die einfachsten Hilfs- 
mittel hierzu ergeben sich aus später folgenden Sätzen. 
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Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen. 

Projektion eines Kreises in einen Kreis. Involutorisclie Central- 
projelction in der Ebene. Poi und Polare beim Kreise. Scliiefer 

Kreisicegel. 

288. Irgend zwei Kreise k und k^ einer Ebene können 
auf vier Arten als Perspektive Figuren aufgefasst werden. 
Das Perspektivitätsspektrum ist jedesmal einer der bei- 
den Ahnlichkeitspunkte oder O. Die Perspektivitäts- 
achse e^ liegt entweder unendlich fern oder wird von der 
Chordale der beiden Kreise, gebildet. Die erste Annahme be- 
züglich der Achse führt auf die uns schon bekannten beiden Arten 
ähnlicher Lage zurück (vergl. 4), die zweite liefert zwei neue Arten 
perspektiver Lage. 

Zur Erklärung erinnern wir an folgende elementare Sätze. 
Das Streckenprodukt 8F . SQ hat für alle durch einen Punkt 8 ge- 
zogenen Sehnen PQ eines Kreises denselben Werth und heißt die 
Potenz des Punktes S in Bezug auf den Kreis. Der geo- 
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metrische Ort aller Punkte gleicher Potenz in Bezug auf zwei 
Kreise ist eine gerade Linie, welche die gemeinsame Potenzlinie 
oder Chordale genannt wird. Sie steht auf der gemeinsamen 
Centralen (Verbindungslinie der Kreismittelpunkte) senkrecht, liegt 
ausserhalb beider Ejreise, wenn diese sich nicht treffen (Fig. 160 
und Fig. 161), wird, wenn sie sich berühren, zur gemeinsamen Tan- 
gente oder verbindet die Schnittpunkte der Kreise, wenn es deren 
giebt (Fig. 162). 

339« Wir beweisen erstens, daß als Perspektivitätsachse e^ 
(außer der unendlich fernen Geraden) nur die Chordale beider 
Kreise k und k^ auftritt. (Fig. 160). Man erkennt zunächst, daß 
die Achse e^ auf der Centrale MM^ senkrecht stehen muß; denn den 
zur Achse e^ parallelen Sehnen von k und ihren Mittelpunkten ent- 
sprechen die zu e^ parallelen Sehnen von k^ und deren Mittelpunkte; d. h. 

die zur Achse senkrech- 
ten Durchmesser beider 
Kreise entsprechen sich. 
Da sie sich auf der Achse 
(in H) schneiden müssen, 
so fallen sie zusammen, 
wenn e^ im Endlichen 
liegt; den Fall aber, daß 
e^ unendlich fern liegt, 
schließen wir hieraus, 
weil er auf die schon be- 
sprochene ähnliche Lage 
der beiden Kreise fuhrt. 
— Die Centrale schneidet 
also die Kreise in ent- 
sprechenden Punkten A 
und Jj, £ und ^j, wo ^ und £ die auf ä, A^ und B^ die auf k^ be- 
findlichen Punkte bedeuten. Sind ebenso P und P, ein Paar ent- 
sprechender Punkte, so liegen die Schnittpunkte AP x A^P^ = B und 
BP X ^iPi = T auf e^. Da ferner 

A AURr^ A TUB , A A^ERr^ A TEB^ 
ist, folgt: 

AE.BE=ER.ET, A^E .B^E ^ ER.ET\ 

die Gleichheit der Produkte 

AE.BE=^A^E.B^E 
aber zeigt, daß ^^ die Chordale ist. 




L_..J«L„ 



Fig. 160. 
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240. Wir beweisen zweitens, daß das Perspektivitätscen- 
trum O. ein Ahnlichkeitspunkt sein muß. Sei PQ irgend eine 
Sehne des Kreises k und P^Q^ die ihr entsprechende des Kreises ä^, 
so liegt der Schnittpunkt beider nach dem Vorigen auf der Chordale 
und man hat : PS,QS^ P^S . Q^S. 

Die vier Punkte P, Q, P^, Q^ liegen folglich auf .einem Kreise und 

'' ''*• l^PQQ^^ l^PP^Qv 

Die Strahlen OP und OQ mögen den Kreis k^ außer in P^ und Q^ 

noch in P^ und Q^ schneiden; man hat dann auch: 

jL PP,Q, = ^ P,Q,Q, 
und findet durch Vergleich beider Relationen, daß 

z. PQQ, = ^ P,Q,Q, 
oder Pg^gllPQ ist. Da die Sehne PQ beliebig gewählt werden 
kann und zu ihr stets eine parallele Sehne P^Q« gehört, so ist 
= PP^ X QQ2 ein Ahnlichkeitspunkt. 

Hierdurch ist der in 238 aufgestellte Satz bewiesen. Die 
Fig. 161 und 162 dienen ebenso wie Fig. 160 zu seiner Erläute- 
rung, beziehen sich aber auf andere Lagen der gegebenen Kreise 
gegeneinander. 





Fig. 161. 



Fig. 162. 



341. Es giebt unendlich viele Centralprojektionen in 
der Ebene, die einen gegebenen Kreis in sich selbst über- 
führen. Das Centrum oder die Achse der Projektion kann 
beliebig angenommen werden. 



170 



Die Kegelschnitte als Ereisprojekäonen, 



Es sei etwa das Centrum außerhalb oder innerhalb des 
Kreises k gegeben (Fig. 163 und Fig. 164), Offenbar müssen bei der 
in Rede stehenden Centralprojektion je zwei solche Punkte B und 
B^ einander entsprechen, die auf k durch einen aus gezogenen 
Strahl ausgeschnitten werden, und zwar vertauschbar, so daß dem 
Punkte B als Original B^ als Bild und dem Punkte B^ als Original B 
als Bild zugehört. Die Verbindungslinie des Kreismittelpunktes M 
mit dem Centrum mag k in den Punkten Ä und Ä^ schneiden, 




K O 




Fig. 163. 



Fig. 164. 



die einander wieder vertauschbar entsprechen. Es bestimmen dann 
die Punkte C= AB x Ä^B^ und I) = AB^ X A^ als Schnittpunkte 
entsprechender Geraden die Perspektivitätsachse e^. Zu zeigen ist, 
daß man stets dieselbe Gerade e^ als Achse findet, gleichviel von 
welchem Paare entsprechender Punkte B und B^ man ausgeht. 

342. Es sei E=MO x OB. Die Punkte A, A^, B, B^,C,I) bilden 
die Ecken eines vollständigen Vierseits, die Punkte E und die 
Schnittpunkte einer Diagonale desselben mit den beiden anderen 
Diagonalen. Folglich ist E der vierte harmonische Punkt zu A^ A^ 
und 0. Ferner ist z_ ABA^ = Z- AB^A^ = R oder die Geraden 
AB^ und A^B sind zwei Höhenlinien des A ACA^ und, da sich 
bekanntlich die drei Höhenlinien eines Dreiecks in einem Punkte 
schneiden, ist CE die dritte. Hiemach ist die Achse e^ konstruierbar 
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als die Normale zu MO in dem mit zu Ä und A^ harmonisch 
gelegenen Punkte E. Man bezeichnet diese durch die Lage des 
Punktes vollständig bestimmte Gerade als die Polare des 
Punktes in Bezug auf den Kreis. 

343. Wird umgekehrt die Achse e^ der Centralprojektion, durch 
welche der Ejreis k in sich übergeführt werden soll, willkürlich ge- 
geben, so wird das zugehörige Centrum gefunden, indem man 
durch den Kreismittelpunkt M die Normale zu e^ zieht und auf ihr 
den Punkt bestimmt, welcher mit dem Achsenschnittpunkt JS zu 
den Schnittpunkten Ä und Ä^ mit dem Kreise harmonisch liegt. 
Dieser durch die Lage der Geraden e^ bestimmte Punkt heißt der 
Pol der Geraden in Bezug auf den Kreis. 

344. Eine Centralprojektion in der Ebene heißt invo- 
lutorisch, wenn je zwei als Original und Bild einander zu- 
geordnete Punkte sich vertauschbar entsprechen. Aus dieser 
Definition folgt unmittelbar: Jede Punktreihe, welche das Centrum 
enthält, liegt mit ihrem Bilde (ungleichlaufend) involutorisch; das 
Centrum und der Achsenschnittpunkt bilden die Doppelpunkte der 
Involution. Jedes Strahlbuschel, welches die Achse e^ enthält, liegt 
mit seinem Bilde (ungleichlaufend) involutorisch; die Achse und der 
Strahl durch das Centrum bilden die Doppelstrahlen der Involution. 
Die entsprechenden Elemente dieser Punktreihen und Strahlbüschel 
hegen nach 232 u. 237 durch die Doppelelemente harmonisch getrennt 
(z.B. P, Pi, Q, 0, vgl. Fig. 163 u. 164). Da bei jedem Paare invo- 
lutorischer Punktreihen die Gegenpunkte G^ und G^ im Mittelpunkte 
der Involution vereinigt liegen, ergiebt sich ferner: Die Verschwin- 
dungs- und Fluchtlinie, e„ und e^ einer involutorischen Central- 
projektion fallen in diejenige Parallele zur Achse zusammen, welche 
deren Abstand vom Centrum halbiert. 

345. Auf Grund der vorangehenden Erklärungen kann der in 
241 ausgesprochene Satz dahin vervollständigt werden: Ein ge^ 
gebener Kreis wird durch jede involutorische Centralpro- 
jection in sich übergeführt, deren Centrum und Axe e^ 
einander als Pol und Polare des Kreises entsprechen. Denn 
jede Punktreihe, die auf einer durch gezogenen Sekante des Kreises 
liegt, hat mit ihrem (Perspektiven) Bilde ein Paar sich vertauschbar 
entsprechender Punkte (die Schnittpunkte mit dem Kreise) gemein 
und liegt daher (nach 230) mit ihrem Bilde involutorisch. — Ferner 
erkennt man unmittelbar die Richtigkeit des Satzes: Eine gegebene 
involutorischeCentralprojektion führt alleKreise der Ebene 
in sich über, für welche das Centrum und die Achse resp. 
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Pol und Polare bilden. Diese Kreise werden erhalten, wenn man 
aus dem Centrum das Lot Z= OE auf die Achse e^ fallt, auf 
demselben irgend zwei harmonisch zu und E gelegene Punkte A 



^ 



7lt 




und A^ aufsucht und jedesmal die Strecke AA^ als Kreisdurch- 
messer wählt. (Fig. 165). 

246. Wir wollen das System der Kreise, die bei einer 
involutorischen Centralprojektion in der EbQne in sich 
selbst übergehen, noch etwas genauer betrachten. In demselben 
sind zwei Kreise von verschwindendem Radius (Nullkreise) enthalten, 
nämlich die Punkte und E^ ferner ein Kreis von unendlich großem 
Radius, nämlich die Gerade m, in welche die Flucht- und Ver- 
schwindungslinie zusammenfallen. Die Gerade m bildet für alle Kreise 
des Systems die gemeinsame Chordale. Ist nämlich N irgend 
ein Punkt derselben, so schneidet der Strahl ON das Kreissystem 
in einer Involution von Punkten, deren Mittelpunkt iV^ ist (die Doppel- 
punkte sind und der Achsenschnittpunkt R\ Sind nun P und Pp 
Q und Qj die Schnittpunkte des Strahles mit irgend zwei Kreisen 
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des Systems, so sind PQN und Q^P^N^ (nach 227) ähnliche Punkt- 
reihen, also ist: 

NQ.NQ^ =:NP.NP^ 
und folglich JV ein Punkt der Chordale beider Kreise, w. z. b. w. 
347. Aus .der letzten Relation folgt femer: Zieht man von 
einem Punkte JV der Chordale an alle Kreise des Systemes die 
Tangenten, so sind die Längen derselben (von iVbis zum Berührungs- 
punkte gemessen) sämtlich gleich (= yNP . AT^J, d. h. die Be- 
rührungspunkte liegen auf einem neuen Kreise mit dem Centrum N. 
Dieser geht durch die Punkte und ^ (die Nullkreise) und schneidet 
die Kreise des Systemes stets unter rechtem Winkel (d. h. in jedem 
Schnittpunkte stehen die beiderlei Kreistangenten aufeinander senk- 
recht). Da der Punkt N auf der Geraden m willkürlich angenommen 
werden darf, erhält man ein zweites System von unendlich vielen 
Kreisen, die sich wechselseitig in den zwei festen Punkten 
O und U schneiden und die Kreise des ersten Systems rechtwin- 
kelig kreuzen. Für diese Kreise bildet die Gerade /die gemeinsame 
Chordale; sie kann als der zum System gehörige Kreis mit unend- 
lichem Radius aufgefaßt werden. Nullkreise treten hier nicht auf. 
348." Die betrachteten beiden Kreissysteme mit fester 
Chordale bezeichnet man als Kreisbüschel. Sie liefern die Hilfs- 
mittel, um die in 237 aufgestellten Aufgaben zu lösen, die die 
Involution von Punkten betreffen. Sind nämlich in zwei invo- 
lutorischen Reihen P und P^, Q und Q^ irgend zwei Paare ent- 
sprechender Punkte , so gilt für den Mittelpunkt M der Involution 
die Beziehung: 

MQ.MQ^^MP.MP^ 
und folghch für einen Doppelpunkt U oder V derselben: 

MU^ = MT^ = MP'MP^. 
Ist nun die Involution auf der Geraden g durch die beiden Paare 
P und P^, Q und Q^ gegeben und handelt es sich um die Kon- 
struktion des Mittelpunktes, der Doppelpunkte und überhaupt ent- 
sprechender Punktepaare, so schlage man über den Stecken PP^ 
und QQ^ als Durchmessern Kreise p und y. Der Büschel der Kreise, 
die mit diesen beiden dieselbe Chordale haben, schneidet die Gerade 
ff in den Punktepaaren der gegebenen Involution und insbesondere 
bestimmt die Chordale selbst den Mittelpunkt M der Involution auf 
y, denn für denselben und für irgend zwei entsprechende Punkte P 
und Pj besteht die erste der obigen Relationen. Es sind aber zwei 
Fälle zu unterscheiden: entweder schneiden sich die Kreise p und / 
g nicht (Fig. 166) und es liegen ungleichlaufende involutorische 
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Eeihen vor, oder sie schneiden sich (in zwei Punkten X und 7, 
Fig. 167) und man hat gleichlaufende involutorische Beihen. 

249. Bei ungleichlaufender Involution bestimme man zu- 




Fig. 166. 

erst einen Punkt U der Chordale mittels eines Hilfskreises k, der 
die beiden Kreise p und q in A und £ resp. C und D schneidet, 
als: ^ = AB X CJ); hierauf zieht man die Chordale senkrecht zag 
und findet damit den Mittelpunkt M der Involution. Legt man 
aus M eine Tangente MT an einen der Kreise, so schneidet der um 
-äf mit dem Radius JÜ/7 beschriebene Kreis auf ff die Doppelpunkte 
U und F aus. Derselbe Kreis schneide die Chordale in X und 7. 




Fig. 167. 

Verbindet man einen auf g beliebig angenommenen Punkt Ä mit X 
und den Kreisschnittpunkt Z der Verbindungslinie EX mit J, so 
schneidet ZY die Gerade g in dem Punkte iP^, welcher R in der 
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Involution entspricht. Man erhält nämlich durch diese Konstruktion 
die ähnlichen rechtwinkeligen Dreiecke: A RMXr^ A YMR^, woraus. 

RM' RM^ = MX' MY== MV^ 
folgt, w. z. b. w. 

250. Bei gleichlaufender Involution liefert die Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte X und Y der Kreise p und q die Chordale 
direkt und damit zugleich den Mittelpunkt M. Für die Schnitt- 
punkte U und V des über dem Durchmesser XY beschriebenen 
Kreises mit g besteht die Relation: 

MM^ = MF^ = MF ' MP^', 
sie stellen aber keine Doppelpunkte dar, sondern entsprechen sich 
yertauschbar. Zu einem willkürlich auf p angenommenen Punkte 
R wird der entsprechende R^ mittels des Kreises RXY oder kürzer 
durch die Normale XR^ zu RX gefunden. 

Die Strahleninvolution, welche erhalten wird indem man die 
betrachtete Involution von Punkten aus einem der Punkte X oder Y 
projiziert, hat die Eigenschaft, daß jedes Paar entsprechender Strahlen 
einen rechten Winkel einschließt und heißt deshalb eine Involution 
rechter Winkel. 

251. Zwei Punkte P und Q, die zu den Schnittpunkten R und 8 
ihrer Verbindungslinie mit einem Kreise harmonisch liegen, heißen 
harmonische oder kon- ^ 
jugiertePole desKrei- 
ses. Denkt man sich 



durch einen gegebenen 
Punkt P (Fig. 168) aUe 
Strahlen gezogen, die den 
Kreis schneiden und zu 
jedem Schnittpunktepaare 
den mit P harmonisch 
liegenden Punkt Q be- 
stimmt, so ergiebt sich 
(nach 244): 

Die harmonischen 
Pole eines Punktes P 
in Bezug auf einen 
Kreis liegen auf einer 
geraden Linie p, der 
Polare des Poles P. 




Fig. 168. 



Wir fügen hinzu, daß wir der Allgemeinheit wegen alle auf 
der Polare p gelegenen Punkte Q als harmonische Pole von P be- 
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trachteD, auch wenn die Linie PQ den Kreis nicht schneidet. Der 
genannte Satz kann statt der in 242 und 243 gegebenen Erklärungen 
als Definition von Pol und Polare beim Kreise dienen. 

252. Die Polare eines Punktes P wird am einfachsten con- 
struiert, indem man durch P irgend zwei Strahlen zieht, die den 
Kreis in R und S, resp. in E' und S' schneiden, hierauf die Ver- 
bindungslinien BB' und SS', BS' und B'S miteinander in U resp. 
IT schneidet und p = UF zieht. Letztere ist die gesuchte Polare, 
denn nach dem Satze vom vollständigen Viereck (209) schneidet sie 
die von P auslaufenden Strahlen in Q und Q' so, daß PQBS und 
PQ'RSi harmonische Reihen sind. — Für die Konstruktion ist es 
gleichgültig, ob der Punkt P außerhalb oder innerhalb des Kreises 
gegeben wird. 

253. Aus der Bemerkung, daß harmonische Pole eines Kreises 
durcli den Kreis voneinander getrennt werden, erkennt man so- 
gleich: Liegt der Pol innerhalb des Kreises, so schneidet 
die Polare den Kreis nicht. Im Besonderen wird als Polare 
des Kreismittelpunktes die unendlich ferne Gerade der 
Ebene erhalten. Liegt der Pol außerhalb des Kreises, so 
schneidet die Polare denselben. Liegt endlich der Pol auf 
der Kreisperipherie, so ist seine Polare die Tangente des 
Kreises im Pole. Alsdann fällt nämlich der Pol P mit einem der 
beiden Schnittpunkte Ä und S einer jeden durch ihn gezogenen 
Kreissekante, und folglich auch mit dem auf ihr gelegenen harmonischen 
Pole Q zusammen; nur wenn die Sekante zur Tangente wird, fallen 
P, B und S zusammen und folglich ist jeder Punkt Q der Tangente 
ein harmonischer Pol von P. 

254. Ist T ein Schnittpunkt der Polare mit dem Kreise und 
zieht man seine Verbindungslinie mit dem Pole P, so fällt von deren 
Schnittpunkten mit dem Kreise der eine B und folglich wegen der 
harmonischen Lage) auch der andere S mit T zusammen ; die Gerade 
Pr wird zur Tangente. Daher der Satz: 

Die Schnittpunkte der Polare eines Punktes P mit dem 
Kreise sind die Berührungspunkte der aus Pan ihn gelegten 
Tangenten. 

Liegen die Punkte Q und Q' auf der Polare des Punktes Pund 
bestimmt man von beiden die Polaren q und q\ so müssen sich 
dieselben in P schneiden; denn als harmonischer Pol von Q liegt 
P auf q und als harmonischer Pol von Q' auf q. Man folgert 
hieraus : 

Beschreibt ein Punkt Q eine Gerade p, so dreht sich 
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seine Polare q um den Pol P der Geraden; dreht sich eine 

Gerade q um den Punkt P, so beschreibt ihr Pol Q die 

Polare p des Punktes. 

355. Zwei Gerade p und q, die harmonisch liegen zu den aus 

ihrem Schnittpunkt an einen Kreis gelegten Tangenten t und u, 

heißen harmonische oder konjugierte Polaren des Kreises. 

Denkt man sich aus jedem Punkte M einer gegebenen Geraden p 

die Tangenten t und u an den 

Kreis gezogen und zu jedem 

Tangentenpaare den mit p har- 
monischen Strahl q konstruiert, 

so schneiden p und q die Polare 

m des Punktes M jedesmal in 

harmonischen Polen Q und P des 

Kreises. Da M die Gerade p 
beschreibt, dreht sich m um den 
Pol P von p und auf m ist P der 
harmonische Pol zu Q= p x ^* 
Man hat daher den Satz: 

Die harmonischen Po- 
laren einer Geraden p in 
Bezug auf einen Kreis gehen 
durch einen Punkt P, den 
Pol der Polaren p. 

Wir fügen hinzu, daß alle 
durch P gezogenen Geraden q als 

harmonische Polaren von p betrachtet werden sollen, auch wenn aus 
dem Schnittpunkte p X q keine Tangenten an den Kreis gezogen 
werden können. 

Zu einer gegebenen Geraden p wird der Pol P gefunden, wenn 
man die Polaren zweier Punkte M und Q auf p miteinander schneidet. 
Hat die gegebene Gerade mit dem Kreise zwei Punkte gemein, so 
kann man auch die Kreistangenten in diesen Punkten benutzen; 
ihr Schnittpunkt ist der Pol. 

256. Wählt man auf der Polare ä eines Punktes A einen 
Punkt B, so geht dessen Polare b durch A und schneidet a in einem 
Punkte C, dessen Polare c durch A und £ gehen muß. In dem 
Dreieck ABC mit den Seiten a, b, c ist daher jede Seite die Polare 
der gegenüberliegenden Ecke. Man nennt ein solches Dreieck ein 
Polardreieck des Kreises. 

Aus den bisher gegebenen Konstruktionen ist unmittelbar er- 




Fig. 169. 



RoHK u. Pappbritz. I. 
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Fig. 170. 



kennbar, daß das Diagonaldreieck (vergl. 209) irgend eines 
dem Kreise eingeschriebenen Viereckes PQRS ein Polar- 
dreieck des Kreises ist 
(Fig. 170). Fällt eine Ecke C 
des Polardreiecks in den Mittel- 
punkt des Kreises, so fallt die 
gegenüberliegende Seite c un- 
endlich fem und die beiden 
anderen Seiten des Polar- 
dreiecks stehen aufeinander 
senkrecht. Das zur Konstruk- 
tion des Polardreiecks zu 
benutzende dem Kreise ein- 
geschriebene Viereck geht als- 
dann in ein Rechteck über. 
Wird eine Ecke auf dem 
Ejreise selbst angenommen, 
also eine Seite zur Tangente, 
so erhält man kein eigentliches 
Polardreieck mehr. — Ebenso erkennt man leicht, daß das Dia- 
gonaldreiseit (vergl. 212) eines dem Kreise umgeschriebenen 

Vierseits pqrs ein 
Polardreieck des 
Kreises bildet 

(Fig. 171). 

257*. Man gelangt 
zur Perspektivität 
eines Kreises mit 
sich selbst und von 
C ihr aus wiederum zur 
Erklärung der Eigen- 
schaften der Pole und 
Polaren eines Elreises 
auch auf folgendem 
Wege. 

Es sei ein Kreis 

k und eine Gerade e^ 

in der Ebene gegeben 

(Fig. 172). Man zeichne den zu k in Bezug auf e^ symmetrischen 

Kreis k\ Soll nun k sich selbst durch eine Centralprojektion mit 

der Achse e^ entsprechen, so müssen auch k und k' (als ümlegung 




Fig. 171. 
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von k) Perspektive Figuren mit äer Achse e^ sein. Daß letzteres 
der Fall ist, kann einerseits aus 238 geschlossen werden; denn e^ 
bildet die Chordale. Als Centrum der Projektion ergiebt sich der 
im Schnitt von e^ mit der Centrale c liegende Ahnlichkeitspunkt (/. 
— Andererseits kann der Beweis für die Perspektivität von k und k' 
auch leicht direkt ^^ 

geführt werden. I 

Denn schneiden 
irgend zwei Strah- 
len durch (y den 
Kreis A in P resp. 
Q, K in P' resp. 
Q', so ist das Pro- 
dukt O'P'O'F 
(oder aP-aR, ! 
vergl. Fig. 172) ;' 
gleich der Potenz 
des Punktes P \ 
in Bezug auf ä, 
also auch gleich 
(yQ'O'q, d.h. die 
Punkte P, q, P\ q 
liegen auf einem 
Kreise und die 
Geraden PQ und P'Q' schneiden sich daher auf der Chordale von 
k und Ä'. Ist nun Pj der in Bezug auf e^ zu . P' symmetrische 
Punkt (oder seine Umlegung um e^ und schneidet PP^ die Centrale c 
in 0, so folgt (nach 173), daß der Kreis A durch eine Central- 
projektion mit dem Centrum und der Achse e^ in sich übergeht. 
Ist also Qj symmetrisch zu Q', so geht auch QQ^ durch und die 
Schnittpunkte S= PQ x Pjöi und T = PQ^ x P^Q liegen auf der 
Achse e^ Nach dem Satze vom vollständigen Vierseit (212) folgt 
weiter, daß die Strahlen SP und SP^ durch SO' und SO harmonisch 
getrennt werden, u. s. f. 

358. Im Vorhergehenden sind Centralprojektionen in der Ebene 
behandelt worden, die einen Kreis in einen anderen Kreis oder in 
sich selbst überfuhren. Man kann von ihnen zu Centralprojektionen 
im Räume übergehen, die einen gegebenen Kreis in einen gegebenen 
anderen oder in einen kongruenten Kreis verwandeln. Denn denkt 
man sich für die Perspektive Lage zweier Kreise in einer Ebene 
oder für die eines Kreises mit sich selbst Centrum und Achse be- 

12* 
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stimmt, so bleibt nur übrig, die eine der beiden Perspektiven Figuren 
um ihre Achse aus der Ebene herauszudrehen, um räumliche Per- 
spektive Lagen der Kreise zu erhalten. 

Um diesen Gedanken weiter verfolgen zu können, betrachten 
wir eine zu unserer Untersuchung in nächster Beziehung stehende 
Figur: den schiefen Kreiskegel. 

359. Alle Strahlen, die durch einen festen Punkt S des Raumes 
nach den Punkten eines festen Kreises k gezogen werden können, 
liegen auf einer Fläche, die man als schiefen Kreiskegel be- 
zeichnet. Bei dieser Figur werden analoge Benennungen angewandt 
wie bei dem geraden Kreiskegel (vergl. 104). Der Punkt S heißt 
also die Spitze, k der Grundkreis, die gedachten geraden Linien 
die Erzeugenden oder Mantellinien (Kanten) des Kegels. Die 
vollständige Fläche besteht wie dort aus zwei Mänteln (Kegel und 
Gegenkegel); eme Ebene, die mit dem Kegel nur eine Erzeugende 
gemein hat, heißt Tangentialebene u. s. f. 

Denkt man sich aus der Spitze S einen Strahl nach dem 
Mittelpunkte M des Kreises k gezogen und ferner auf die Ebene 

S des Grundkreises das Lot SN gefällt (vergl. 

die schiefe Ansicht in Fig. 173), so be- 
stimmen diese Linien eine Symmetrie- 
ebene A = SMN des Kegels, d. h. zu jeder 
Mantellinie des Kegels giebt es eine in 
Bezug auf A symmetrische. Trifft erstere 
den Grundkreis in P, so trifft die letztere 
ihn in P', wo P und P' symmetrisch zum 
Durchmesser M N liegen. — Fallen die 
Linien SM und SN zusammen, so geht der 
schiefe Kreiskegel in einen geraden oder 
Rotationskegel über und alle durch SM 
gezogenen Ebenen sind Symmetrieebenen.— 
Rückt die Spitze S ins Unendliche, so ver- 
wandelt sich der Kegel in einen schiefen Kreiscylinder, dessen 
Mantellinien sämtlich parallel liegen. 

260. Alle Parallelebenen zur Grundkreisebene schneiden den 
schiefen Kreiskegel in Figuren, die mit k ähnlich sind, also wiederum 
in Kreisen. Es erhebt sich die Frage, ob außer diesem System 
ähnlichliegender Kreise noch weitere auf dem Kegel liegende Kreise 
gefunden werden können. — Gesetzt, es sei ein solcher Kreis vor- 
handen, so folgt daraus die Existenz eines zweiten Systemes von 
ähnlichliegenden Kreisen auf dem Kegel; man kann sich daher die 
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Aufgabe stellen, unter ihnen denjenigen Kreis ä^ zu finden, der 
mit k kongruent ist. 

Da der gesuchte Kreis k^ aus dem Centrum S in den Grund- 
kreis k projiziert werden soll, so muß er mit k in perspektiver 
Lage bleiben, wenn man ihn ym die Projektionsachse in die Grund- 
kreisebene umlegt. Dies kann auf zwei Arten geschehen : im ersten 
Falle werden nach der Umlegung die beiden Kreise symmetrisch 
zur Achse liegen, denn diese muß die gemeinsame Chordale sein 
und die Chordale zweier kongruenter Kreise steht in der Mitte 
zwischen ihren Centren auf der Centrale senkrecht; im anderen Falle 
werden sich ersichtlich beide Kreise decken und das Perspektivitäts- 
centrum wird der Pol der Achse sein. Von der Deckung mit k 
ausgehend, muß man rückwärts zu der gesuchten Lage des Kreises k^ 
auf dem Kegel gelangen können. 

261. Wird k^ zuerst mit k vereinigt gedacht, dann um eine 
auf der Ebene des Kreises k liegende Gerade, etwa CJD (Fig. 174), 
gedreht, so bewegt sich das 
(anfangs im Pol von CD ge- 
legene) Perspektivitätscentrum 
beider Kreise in der durch 
den Mittelpunkt M von k senk- 
recht zu CD gelegten Ebene. 
Zugleich befindet sich (wie 
aus Gründen der Symmetrie 
folgt) in der Ebene, welche den 
bei der Drehung beschriebenen 
Winkel beider Kreisebenen 
halbiert. Da in S übergehen 
soll, so muß die erste der ge- 
nannten Ebenen die oben ge- 
fundene Symmetrieebene A des 
Kegels sein. Um die zweite 
Ebene B zu bestimmen, be- 
trachten wir die in A enthal- 
tenen Durchmesser AB und 
A^B^ von k und k^ und den Durchstoßpunkt E der zu A normalen 
Drehachse CJD, Ist nun A^ aus B und B^ aus A durdh die Drehung 
hervorgegangen, so muß S = AA^ x BB^ auf der Halbierungslinie des 
Winkels z. AEB^ = /_ A^EB liegen. Hiernach findet man umgekehrt 
E als Schnittpunkt der Ebene von k mit der Halbierungslinie des 
Winkels ASB, Mithin erhält man B als die Normalebene zu A durch 
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die zuletzt genannte Halbierungslinie und k^ als den in Bezug auf B 
symmetrisch zu k liegenden Kreis. Zugleich erkennt man, daß B 
eine zweite Symmetrieebene des Kegels bildet und hieraus folgt so- 
fort eine dritte Symmetrie des Kegels in Bezug auf die Ebene f, 
die durch S normal zur Schnittlinie ,A X B gelegt ist. 

262. Ein schiefer Kreiskegel besitzt drei zu einander 
senkrechte Symmetrieebenen A, B, f; ihre drei in der Spitze S 
aufeinander senkrecht stehenden Schnittlinien ö = B X F, 
^ = rxA, c = AxB heißen die Achsen des Kegels. 

Von zwei Ebenen, die aufeiner Symmetrieebene normal stehen und 
gleichzeitig mit einer zweiten Symmetrieebene entgegengesetzt gleiche 
Neigungswinkel einschließen, sagt man, daß sie Wechselschnitte 
des Kegels erzeugen. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Bei einem schiefen Kreiskegel sind alle Kreisschnitte 
entweder zum Grundkreise parallel oder Wechselschnitte 
desselben. 

263. Schneidet eine Kugel einen Kegel in einemKreiseÄ, 
so schneidet sie ihn außerdem in einem zweiten Kreise k^ 
(Wechsel schnitt). 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir den Kreis k als 
Grundkreis des Kegels. Er werde von der zu seiner Ebene E 

normalen Symmetrieebene A in dem Durch- 
messer AB getroffen (Fig. 175). Die Hal- 
bierungslinie SC des Winkels ASB ist eine 
Achse des Kegels. Ferner enthält A den 
Mittelpunkt K der Kugel und schneidet sie 
folglich in einem größten Kreise h, welcher 
durch A und B geht. Schneidet h noch auf 
SA und SB die Punkte A^ und B^ aus, so ge- 
hört der über dem Durchmesser A^B.^ in der 
Normalebene E^ zu A beschriebene Kreis, der 
Kugel an. Es ist zu zeigen, daß er gleich- 
zeitig auf dem Kegel liegt. Es ist aber: 
l_ ASC = z. B^SC^ und z. CAS = i_ C^B^S, 
d. h. AASCr^AB^SC\ und folgUch: L. SCA = L. SC^B^, Die 
Gleichheit der letztgenannten Winkel läßt erkennen, daß die Ebene 
E^ auf dem Kegel einen Wechselschnitt zum Grundkreise, also 
wieder einen Kreis bestimmt. Dieser fällt mit k^ zusammen, wie 
der Satz behauptet. 

Wir drücken unser Ergebnis noch in einer zweiten Form aus: 
Durch Centralprojektion eines Kreises auf eine ihn ent- 
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haltende Kugel aus einem beliebigen Punkte des Eaumes 
entsteht wieder ein Kreis; bei Parallelprojektion sind 
beide Kreise kongruent 

364. Mit Hilfe des Vorangehenden lassen sich mehrere Sätze 
beweisen, die sich auf die Projektion eines Kreises in einen Kreis 
unter gleichzeitiger Erfüllung besonderer Bedingungen beziehen und 
die für die Folge von Bedeutung sind. 

Es giebt unendlich viele Centralprojektionen, bei denen 
einem gegebenen Kreise k ein Kreis und einer außerhalb 
des Kreises k in seiner Ebene E gegebenen Geraden e^ die 
unendlich ferne Gerade der Bildebene entspricht. 

Man denke sich eine dieser Centralprojektionen gefunden (Fig. 
176). sei die Spitze des projizierenden Kegels, A die auf E senk- 
rechte Symmetrie- 
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ebene, AB der in ihr 
enthaltene Durch- 
messer von k und 
folglich die Halbie- 
rungslinie OC des 
Z. AOB eine Achse 
des Kegels. Wir be- 
nutzen E resp. A als 
Grundriß- und Auf- 
rißebene, AB bildet 
dann die x -Achse. 
Letztere schneide die 

Achse e^ und die Fig. 176. 

Verschwindungslinie 

e„ der Centralprojektion resp. in E und M\ A^, 5^, C^ seien die 
Perspektiven Bilder von A, B, C und endlich sei 1) auf x so ge- 
wählt, daß z_ COß = R ist. Da der Bildkreis k^ ein Wechselschnitt 
von k sein und seine Ebene E^ || Oe^ liegen muß, so ist ACEC^ 
gleichschenklig und A CMO ihm ähnUch, folglich M der Mittelpunkt 
des durch C, und B bestimmten Kreises m. Da ferner C und B 
zu A und B harmonisch liegen, so schneiden sich die Kreise m 
und k rechtwinklig (vergl. 247). — Hieraus folgt die Konstruktion: 
man findet zuerst M als Fußpunkt des Lotes auf e^ aus dem 
Mittelpunkte von ä, dann den Radius des Kreises m gleich der Länge 
J/Z^ einer aus Msiu k gelegten Tangente. Denkt man sich jetzt den 
Kreis m um den Durchmesser CD gedreht, bis seine Ebene auf der 
von k senkrecht steht, so kann als Centrum ein beliebiger Punkt 
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der Peripherie und als Bildebene E^ eine beliebige Parallelebene zu 
Oe„ gewählt werden. — Durch Niederlegung des Bildkreises um e^ 
(z. B. in die Lage k^) ergeben sich Centralprojektionen in der Ebene, 
die die im Satze genannte Eigenschaft haben; das Centrum hegt 
entweder in C oder in D, 

365. Man kann den obigen Satz auch auf die folgende Art 
beweisen (Fig. 177). Die durch den Mittelpunkt von k normal zu 

e^ gelegte Ebene A 
diene wieder als Aufriß- 
ebene. Man zeichne in 
ihr irgend einen Kreis, 
der den Durchmesser 
AB von k zur Sehne 
hat und ziehe an ihn 
aus M= ^ X e„ eine 
Tangente, die in be- 
rühren mag. Schneidet 
dann eine beliebige 
Parallele zu MO die 
Strahlen OA und OB 
resp. in A^ und £^, so 
ist: i_BAO= /_BOM 
= L, AyB^O und folg- 
lich liegen die Punkte 
A^ -S, J^, B^ auf einem Kreise. Hieraus erkennt man (wie in 263) 
daß die durch A^B^ normal zu A gelegte Ebene E^ auf dem Kegel 
mit der Spitze und dem Grundkreis k einen Wechselschnitt zu 
Ä, also einen Kreis /e^, bestimmt und da überdies Ej || Oe^ ist, so hat 
die durch als Centrum und E^ als Bildebene bestimmte Central- 
projektion die oben geforderte Eigenschaft. — Alle durch unsere 
Konstruktion erhältlichen Centren liegen auf einem in A um M 
beschriebenen Kreise m (vergl. 247). 

266. Es giebt unendlich viele Centralprojektionen, 
bei denen einem gegebenen Kreise k ein Kreis und einem 
auf der Innenfläche von k gegebenen Punkte C der Mittel- 
punkt des Bildkreises entspricht. 

Es sei AB der durch C gelegte Durchmesser des Kreises l 
(Fig. 178), B der durch A und B von (7 harmonisch getrennte Punkt, 
e^ die durch ihn gezogene Normale zu AB, Man benutze die AB 
enthaltende Normalebene A zu e^ als Aufriß und bestimme wie 
vorher das Centrum einer Projektion, bei welcher e^ die Ver- 
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schwindungslinie bildet und k in einen Kreis \ tibergeht. Werden 
dann die Punkte A^ -S, C in A^^B^^C^ abgebildet, so entspricht dem 
vierten harmonischen 
Punkte B der ersten 
Eeihe , der unendlich 
ferne Punkt der letzte- 
ren. (7j ist folglich die 
Mitte der Strecke A^B^ 
und, da A^B^ ein Durch- 
messer ist, der Mittel- 
punkt des Bildkreises. 
Die Konstruktion 
wird am einfachsten 
ausgeführt, indem man 
durch C die auf AB ^^* 

senkrechte Sehne des Kreises k und in einem ihrer Endpunkte F die 
Tangente zieht, welche AB in B schneidet. kann auf dem in A um 
B mit dem Radius i)i^^ beschriebenen 
Kreise m willkürlich angenommen 
werden; E^ ist || Oe^ zu wählen. 

367. Zwei gegebene Kreise 
k und Äj lassen sich so in Per- 
spektive Lage bringen, daß 
drei gegebenen Punkten A^ B, C 
des einen drei gegebene 
Punkte A^y B^, (7^ des anderen 
entsprechen. 

Wir nehmen beide Kreise in 
einer Ebene gelegen an und geben 
für diesen Fall die Konstruktion. 
Man zeichne den mit k kongruenten 
und mit k^ koncentrischen Kreis A' 
und bestimme auf ihm die Punkte 
Ä', Bj C durch die Radien M^A^, 
M^B^ und M^C^ (Fig. 179). Dann 
kann man k so mit k zur Deckung 
bringen, daß die Punkte A^ B, C mit 
A, B\ C resp. perspektiv liegen. 
Wäre das Centrum der fraglichen Perspektive, so müßte z_ AOB 
= L ABB — Z- ÄAB sein. Die letzteren beiden Winkel sind aber 
als Peripheriewinkel über den Bogen AB und AB von k bekannt. 





Fig. 179. 



186 



Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen, 



liegt demnach auf einem Kreise der über der Sehne AB beschrieben 
ist und den bekannten Winkel = z_ AOB als Peripheriewinkel über 
dieser Sehnt faßt. Ganz ebenso liegt auf einem zweiten Kreise 
über der Sehne BC, der einen bekannten Winkel BOC als zugehö- 
rigen Peripheriewinkel faßt. Somit ist konstruierbar und man er- 
hält Ä% Fy C in der gesuchten Lage auf k durch die Strahlen OA, 
OB, OC. Bringt man schließlich \ samt den Punkten A^^ B^, C\ 
in ähnliche Lage zu k und den Punkten A\ B\ ] C\ indem man 
als Ahnlichkeitscentrum wählt, so ist auch die Perspektive Lage der 
Kreise k und k^ und der auf ihnen gegebenen Punkte A, B, C resp. 
.^j, 5j, Cj hergestellt. 

Polygone, die einem Kreise ein- oder umgeschrieben sind. 

368. Wenn einem Kreise k ein Viereck ABCB einge- 
schrieben, ein anderes Viereck PQES umgeschrieben ist, 
so daß die Ecken des einen die Berührungspunkte der 
Seiten des anderen sind, so liegen erstens die Schnitt- 
punkte Z und N, T und U der Gegenseitenpaare beider 
Vierecke auf einer Geraden m, zweitens gehen die Diago- 
nalen ACy BBj PEy QS beider Vierecke durch einen Punkt 
Mj drittens enthält jede Diagonale des umgeschriebenen 
einen Gegenseitenschnittpunkt des eingeschriebenen Vier- 
ecks (Fig. 180). 

Um dies zu beweisen, gehen wir von dem eingeschriebenen 

Viereck ABCB aus, 
durch welches unsere 
ganze Figur bestimmt 
wird. Die Verbin- 
dungslinie der Schnitt- 
punkte L und iV 
seiner Gegenseiten 
sei m. Nach 264 
giebt es Centralpro- 
jektionen, die den 
Kreis k und die Ge- 
rade m resp. in einen 
Kreis k^ und die un- 
endlich ferne Gerade 
seiner Ebene abbil- 
den. Dabei muß dem Viereck ABCB ein dem Kreise k^ eingeschrie- 
benes Parallelogramm, d.h. ein Rechteck A^B^C^B^ entsprechen 
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(Flg. 181). Aus Gründen der Symmetrie folgt weiter, daß das dem 
Kreise A^ umgeschriebene Viereck PlQ^R^^S^^ mit den Berührungs- 
punkten Ä^, -Bj , Cj , iJj ein j^ 
Bbombus ist. Dieser Rhom- 
bus entspricht dem Viereck 
PqRS. Nach den Grundge- 
setzen der Gentralprojektion 
folgen jetzt die drei Behaup- 
tungen des obigen Satzes, wenn 
man die evidenten Eigen- ^, 
schaden unserer neuen Figur 
beachtet , daß ei-stens die 
Gegenseitenpaare der beiden 
Vierecke sich auf der anend- 
lich fernen Geraden schneiden, 
daß zweitens ihre Diagonalen 
durch den KreismittelpnnktJ/^ gehen und daß drittens die Diagonalen 
des Rhombus zu je zwei Gegenseiten des Rechtecks parallel liegen. 

Zu derselben Figur und zu denselben Folgerungen gelangt man 
unter Anwendung des Satzes in 266 mit Hilfe einer Gentralprojektion, 
die den Kreis k in einen Kreis k^ und den Diagonalschnittpunkt M 
des k eingeschriebenen Vierecks in den /. 

Mittelpunkt M^ des Bildkreises verwandelt. 

Bemerkenswert ist, daß das Drei- 
eck LMN ein Polardreieck des ge- 
gebenen Kreises k bildet. Man kann 
näcilich LMN sowohl als Diagonaldreieck 
des eingeschriebenen Vierecks, wie als 
Diagonaldreiseit des umgeschriebenen Vi er- 
seits betrachten (vgl. 256). 

369. Wenn einem Kreise k ein 
Dreieck PQ,R umgeschrieben ist, so 
schneiden sich die Verbindungs- 
linien seiner Ecken mit den Be- 
rührungspunkten J, B,C der gegen- 
überliegenden Seiten in einem 
Punkte M. 

Nach dem Satze in 267 können Cen- 
tratprojektionen gefunden werden, die den Kreis A in einen Kreis Äj 
und die Punkte J, B, C in die Berührungspunkte A^, B-^, (?j eines 
dem Bildkreise umgeschriebenen gleichseitigen Dreiecks P^Qy^ij ver- 
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wandeln. Da für diese Figur der Satz evident ist, folgt seine Gül- 
tigkeit auch flir die ursprünglich angenommene Figur. 

Aus demselben Grunde erkennt man den Satz: Wenn einem 
Kreise k ein Dreieck JBC einbeschrieben ist, so schneiden 
die Tangenten in den Ecken die gegenüberliegenden Seiten 
in Punkten einer Geraden. 

270, Sechs Punkte einer Ebene bestimmen, je nach der 
Reihenfolge, in der man sie durch gerade Linien verbindet, 60 Sechs- 
ecke. Wählt man nämlich einen Punkt — gleichviel welchen — als 
erste Ecke aus, so können die übrigen fünf auf 1 •2- 3- 4-5 = 120 Arten 
in eine Reihe angeordnet werden, deren Anfangs- und Endpunkt 
mit der ersten Ecke zu verbinden ist. Da aber für die Bildung 
des Sechseckes der Durchlaufangssinn gleichgültig ist, so ergeben sieh 
nur 60 verschiedene Figuren. Ebenso erkennt man, daß durch 
sechs Gerade einer Ebene je nach der Reihenfolge, in der man 
sie paarweise zum Schnitt bringt, 60 Sechsseite bestimmt sind.— 
Beim Umlauf gelangt man von jeder Ecke eines Sechsecks (Sechs- 
seits) nach Überschreitung zweier benachbarter Eckpunkte zur 
Gegenecke, ebenso von jeder Seite über zwei benachbarte Seiten 
zur Gegenseite. In dem Sechseck 12 3 4 5 6 (Fig. 183) sind also 
die Punkte 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6 Gegenecken, die Linien 
1 2 und 4 5, 2 3 und 5 6, 3 4 und 6 1 Gegenseiten. 

Nach den Entdeckern ihrer Eigenschaften nennt man ein Sechs- 
eck, dessen Gegenseiten sich in Punkten einer Geraden schneiden, 
ein Pascal'sches Sechseck und ein Sechsseit, dessen Gegenecken 
durch Gerade verbunden werden, die sich in einem Punkte schneiden, 
ein Brianchon'sches Sechsseit. 

371, Die Gegenseiten eines einem Kreise eingeschrie- 
benen Sechsecks schneiden sich in Punkten einer Pascal'- 
schen Geraden p. 

Es seien P=12x 45, § = 23x56, Ä = 34x6 1 die Schnitt- 

^ punkte der Gegen- 

seiten und über- 
dies /S'= 3 4x56. 

r r=45x61. Die 

^^ AUS den Punkten 1 

und 3 als Schei- 
teln nach 2,4,5,6 
gezogenen Strah- 
len bilden (wegen 
der Gleichheit der Peripheriewinkel über demselben Bogen) kongruente 
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Büschel. Die Schnittpunkte des ersten Büschels mit dem Strahle 
4 5 sind der Reihe nach: P, 4, 5, T, die des zweiten mit 5 6 
aber: Q, S, 5, 6. Diese Punktreihen sind folglich projektiv und 
da sie den Punkt 5 entsprechend gemein haben in perspektiver 
Lage, d. h. die Verbindungslinien 

p = PQ, 4S (oder 3 4), T6 (oder 6 1) 
schneiden sich in einem Punkte Ä, w. z. b. w. 

2 7 2, Als Spezialfall des vorigen Satzes sei der folgende erwähnt. 

Hat ein dem Kreise eingeschriebenes Sechseck zwei 
Paare paralleler Gegenseiten, so sind auch die beiden 
letzten Gegenseiten parallel. 

Der Beweis kann leicht direkt erbracht werden. Sind nämlich 
(Fig. 184) 12 und 4 5, 2 3 und 5 6 die beiden ersten, nach der An- 
nahme parallelen Gegenseitenpaare, so 
sind die Peripheriewinkel Z_ 1 2 3 und 
Z_ 4 5 6 entweder gleich oder um 2 R ver- 
schieden. In beiden Fällen sind die im 
gleichen Sinne durchlaufenen Kreisbogen 
1 3 und 4 6 gleich und folglich die Sehnen 
3 4 und 6 1 parallel. 

Liegt irgend ein dem Kreise einge- 
schriebenes Sechseck vor, für welches aber 
die Verbindungslinie zweier Gegenseiten- 
Schnittpunkte den Kreis nicht schneidet, 
so kann man die letztere (nach 264) als 
Verschwindungslinie einer Centralprojektion wählen, welche den Kreis 
in einen anderen Kreis verwandelt. Man gelangt dabei zu einem 
Sehnensechseck, für das der letzte Satz zutrifft. Damit ist für alle 
Sechsecke der gedachten Art der Pas- ^ 

cal'sche Satz (271) aufs neue bewiesen. 
Man kann hieraus einen neuen Beweis 
des allgemeinen Satzes ableiten. 

273. Mit Bezug auf den oben bereits 
benutzten Satz: Alle Strahlbüschel, 
die vier gegebene Punkte A, B, C,B 
eines Kreises aus irgend einem 
fünften Punkte 8 desselben proji- 
zieren, haben dasselbe Doppelver- 
hältnis (weil sie kongruent sind), spricht 
man von dem Doppelverhältnis {ABCD) 





Fig. 185. 



von vier Punkten 
eines Kreises und versteht darunter das Doppelverhältnis der 
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Strahlen irgend eines die gedachten Punkte projizierenden Büschels, 
dessen Scheitel S auf dem Kreise liegt (Fig. 185). 

374. Wir stellen diesem Satze einen zweiten gegenüber, dessen 
Beweis sich auf den folgenden elementaren Satz stützt. Die 

Strahlen, welche von den 
Schnittpunkten A^ und J^ einer 
beliebigen Tangente a mit 
zwei festen Tangenten ^ und 
t^ eines Kreises nach dessen 
Mittelpunkt M gezogen sind, 
schließen gleiche oder sich zu 
2R ergänzende Winkel ein. In 
der That, sind A, T^, T^ die Be- 
rührungspunkte der Tangenten a, 
t^, t^ (Fig. 186), so ist: 

/_ T^MA^ = z. A^MA, 
Z. AMA, = Z. AM1\ 




Fig. 186. 



und folglich: z. A^MA^ = i Z_ T^MT^. 
375. Alle Punktreihen, die von 



■^2 



2 



2 



vier gegebenen Tan- 



genten a, bj c, d eines 




Kreises auf irgend einer fünften 
j j Tangente t desselben 
^ ausgeschnitten werden, 
haben dasselbe Doppel- 
verhältnis. 

Ist nämlich M das Cen- 
trum und werden irgend 
zwei Tangenten t und t. des 
Kreises von den gegebenen 
Tangenten a, b, c, d resp. in 
i A, B, C, D und A^, B^, C^, ^ 
geschnitten, so sind die 
Winkel /_ AMA^, L.BMB,, 



B 



A 

Fig. 187. 

Z. CMC^^ z_ BMB^ nach dem angeführten Hilfssatze sämtlich von der 
Größe a (oder 2R — et) und folglich gelangt der Büschel der aus 
M nach J, B^ (7, B gezogenen Strahlen mit dem der Strahlen aus 
M nach J^, B^^ C^, B^ (oder ihrer Verlängerungen) durch Drehung 
um den Winkel a zur Deckung. 

Auf Grund dieses Satzes darf man von dem Doppelverhältnis 
(abcd) von vier Tangenten eines Kreises sprechen und versteht 
darunter das Doppelverhältnis ihrer Schnittpunkte mit irgend einer 
fünften Kreistangente. 
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276, Die Verbindungslinien der Gegenecken eines 
einem Kreise umgeschriebenen Sechsseits schneiden sich 
in einem Brianchon'schen Punkte P. 

Es seien I, II, III, IV, V, VI die Seiten, p--=2d, q = 36, 
r = 4 1 die Verbindungslinien der Gegenecken und ^ = 4 6, ^ = 51 
(Fig. 188). Die auf den Strahlen I 
und ni von den Strahlen II, IV, V, VI 
ausgeschnittenen Punkte bilden nach 
dem Vorigen zwei projektive Punkt- 
reihen. Die Punkte der ersten Reihe 
werden aus dem Centrum 5 durch die 
Strahlen p, IV, V, t, die Punkte der 
zweiten Beihe aus dem Centrum 6 
durch q, s, Y, VI projiziert. Diese 
Strahlbtischel sind folglich projektiv 
und, da sie den Strahl V entsprechend 
gemein haben, in perspektiver Lage, 
d. h. die Schnittpunkte 

P=zp X q, IV X Ä (oder 4), ^ X VI (oder 1) 
liegen auf einer Geraden r, w. z. b. w. 

377. Von diesem Satze läßt sich wiederum der folgende Spezial- 
fall leicht direkt beweisen. 

Gehen bei einem dem Kreise umgeschriebenen Sechs- 
seit die Verbindungslinien zweier Gegenecken durch das 
Centrum M, so geht auch die Verbindungslinie der beiden 
letzten Gegenecken durch M. 

Sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Ecken des 
Sechsseits und bezeichnet man mit 
I, II, III, rV. V, VI die Bertihrungs- 
punkte der gleichnamigen Seiten (Fig. 
189), so folgt aus der Annahme, daß 
sich die Linien 1 4 und 2 5 im Centrum 
ilf schneiden, die Relation: 

Z. 1 iJ/2 = z_ 4 Jf 5 
und hieraus 

A.SM4+ i_4Mb + /_5Mß 
= Z_ 1^2+ i_SM4+ i_bM6, 
Die erste Winkelsumme ist = z_ SM 6, 
die zweite ist halb so groß als z. YIMII + i_ IlJlflV + z_ IV.¥VI, 
d. h. = 2R; es ist also z_ 3 7¥6 = 2R, w. z. b. w. 




Fig. 189. 
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Liegt irgend ein dem Kreise umgeschriebenes Sechsseit vor, 
bei dem indeß die Verbindungslinien zweier Gegenecken sich inner- 
halb des Kreises schneiden, so kann man (nach 266) diese Figur 
einer Centralprojektion unterwerfen, bei welcher der Kreis in einen 
Kreis und der Schnittpunkt jener Verbindungslinien in das Centrum 
des Bildkreises übergeht. Man erhält damit ein Tangentensechsseit, 
für welches der letzte Satz besteht. Man schließt hieraus die Gül- 
tigkeit des Brianchon'schen Satzes (276) flir alle Tangentensechsseite 
des Kreises der hier angenommenen Art und kann dieses Ergebnis 
zum Ausgangspunkt für einen neuen Beweis des allgemeinen Satzes 
nehmen. 

Entstehung der Kegelschnitte aus der Centralprojektion des Kreises. 

378. Wird ein Kreis aus einem außerhalb seiner Ebene E 
gelegenen Centrum auf eine andere Ebene TT projiziert, so er- 
zeugen die projizierenden Strahlen seiner Punkte einen (im allge- 
meinen schiefen) Kreiskegel mit der Spitze und das Bild des 
Kreises ergiebt sich als ein ebener Schnitt desselben. 

Die ebenen Centralprojektionen des Kreises heißen 
Kegelschnitte. 

Das Wort: Kegelschnitt bedeutet ursprünglich den ebenen 
Schnitt eines geraden Kreiskegels. Zwischen den ebenen Schnitten 
eines geraden und eines schiefen Kreiskegels besteht aber (wie noch 
zu beweisen sein wird) thatsächlich kein Unterschied. 

279, Nach den Grundgesetzen der Centralprojektion einer Ebene 
auf eine andere Ebene (vergl. 166 bis 169) übertragen sich gewisse 
wesentliche Eigenschaften des Kreises ohne weiteres auf alle Kegel- 
schnitte. 

Durchläuft ein Punkt P den Originalkreis, so bewegt sich mit 
ihm sein projizierender Strahl OP und dessen Spurpunkt P^ in der 
Bildebene, so daß P^ die Bildkurve von einem ihrer Punkte an bis 
zu demselben zurück in einem ununterbrochenen Zuge beschreibt. 
Man darf daher jeden Kegelschnitt, ebenso wie den Kreis, als 
eine stetige geschlossene Kurve bezeichnen. Hierbei ist nicht 
ausgeschlossen, daß in der geschilderten Bewegung der projizierende 
Strahl OP zur Bildebene parallele Lagen durchläuft und der Kegel- 
schnitt sich folglich ins Unendliche erstreckt. Man hat ihn danDr 
ähnlich wie die gerade Linie (vergl. 169), als im Unendlichen ge- 
schlossen aufzufassen. 
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380, Aus dem gegenseitigen Entsprechen der geraden Linien 
in der Original- und Bildebene und ihrer Schnittpunkte mit dem 
gegebenen Kreise resp. mit seiner Projektion, dem Kegelschnitt, 
folgen unmittelbar die Sätze: 

Ein Kegelschnitt wird von irgend einer Geraden seiner 
Ebene in höchstens zwei Punkten geschnitten, die man für 
eine Tangente als in ihrem Berührungspunkte vereinigt anzusehen hat. 

An einen Kegelschnitt können aus irgend einem Punkte 
seiner Ebene höchstens zwei Tangenten gezogen werden, 
die in eine zusammenfallen, wenn der Punkt auf der Kurve liegt. 

381, Es giebt drei Arten von Kegelschnitten, auf deren 
Unterscheidung man sofort geführt wird, wenn man auf die Lage 
der Bildebene TT gegen den Kegel der projizierenden Strahlen achtet. 
Die Ebene TT kann entweder nur den einen Mantel des Kegels 
schneiden, oder sie kann beide Mäntel (Kegel und Gegenkegel) 
treffen; zwischen diesen beiden Fällen aber bildet ein dritter den 
Übergang. Von solchen Fällen, wo das Projektionscentrum in die 
Original- oder Bildebene fällt, sehen wir ab, weil sie keine eigent- 
lichen Kegelschnitte liefern. Denkt man sich durch das Centrum 
eine Parallelebene zu TT gelegt, so wird sie den genannten drei 
Fällen entsprechend entweder keine Mantellinie des Kegels ent- 
halten, oder deren zwei, oder sie wird den Kegel längs einer Mantel- 
linie berühren. Die fragliche Ebene schneidet aber die des ge- 
gebenen Kreises k (die Originalebene E) in der Verschwindungslinie e„. 
Wir dürfen daher unsere Unterscheidungen auf die Lage des Ori- 
ginalkreises gegen die Verschwindungslinie seiner Ebene 
beziehen. 

282, Die Centralprojektion eines Kreises auf eine 
Ebene ergiebt drei verschiedene Kegelschnitte, je nach- 
dem der Kreis mit der Verschwindungslinie seiner Ebene 
keinen, zwei getrennte Punkte, oder einen Berührungs- 
punkt gemein hat; sie heißen: Ellipse ^ Hyperbel^ Parabel, 

Aus dieser Erklärung folgt: 

Die Ellipse ist im Endlichen geschlossen. Ihre Über- 
einstimmung mit der affinen Kurve des Kreises (vergl. die Defini- 
tion in 15) wird alsbald nachgewiesen werden. 

Die Hyperbel schneidet die unendlich ferne Gerade 
ihrer Ebene in zwei getrennten Punkten; sie verläuft also 
zweimal durch das Unendliche. Ihre beiden unendlich fernen Punkte 
sind die Bilder der Schnittpunkte des Originalkreises mit der Ver- 
schwindungslinie e^. Die Tangenten der Hyperbel in diesen Punkten 
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sind die Bilder der Tangenten des Kreises in seinen beideu Ver- 
schwindungspunkten und heißen Asymptoten; die unendlich fernen 
Punkte der Hyperbel sind durch die Asymptotenrichtungeri ver- 
treten. 

Die Parabel berührt die unendlich ferne Gerade ihrer 
Ebene. Der Berührungspunkt ist das Bild des Punktes, in dem 
der Originalkreis die Verschwindungslinie berührt. 

288. Von der angegebenen Erzeugung der Kegelschnitte durch 
eine Centralprojektion im Eaume gehen wir über zu ihrer Konstruk- 




Fig. 190. 

tion mittels einer Centralprojektion in der Ebene. Zu diesem Zwecke I 
haben wir uns nur die Originalebene und Bildebene durch Drehung 
der einen um die Projektionsachse e^ miteinander vereinigt zu denken 
und können hierauf die in 176 bis 182 auseinandergesetzten Prin- 
zipien der CentralkoUineation in der Ebene in Anwendung bringen. 
Wir erhalten durch Konstruktion beliebig vieler ihrer Punkte die drei 
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Kegelschnittarten: Ellipse, Hyperbel und Parabel als centrisch- 
koUineare Figuren von Kreisen, die die Verschwindungslinie e^ nicht 
schneiden, schneiden oder berühren. In Fig. 190 sind drei koncen- 
trische Kreise in derartiger Lage angenommen. Hinreichend viele 
Punkte derselben sind als Durchschnitte solcher Geraden bestimmt 
gedacht, welche zur KoUineationsaxe e^ parallel, bezw. zu ihr normal 
liegen. Durch Abbildung dieses Liniensystems sind die entsprechen- 
den Punkte der Kegelschnitte bestimmt. Außerdem sind für die 
Hyperbel die Asymptoten konstruiert. 



Pole und Polaren eines Kegelschnittes; Mittelpunkt, Durchmesser 

und Achsen. 

384. Zwei Punkte P und Q, die zu den Schnittpunkten R und 
S ihrer Verbindungslinie mit einem Kegelschnitte harmonisch liegen, 
heißen harmonische (konjugierte) Pole des Kegelschnittes. 
Ebenso heißen zwei Gerade p und y, welche zu den aus ihrem 
Schnittpunkte an einen Kegelschnitt gelegten Tangenten harmonisch 
liegen, harmonische (konjugierte) Polaren. Da jeder Kegel- 
schnitt der Definition gemäß aus einem Kreise durch Central- 
projektion entstanden zu denken ist, und da andererseits die har- 
monische Lage von vier Elementen einer Punktreihe oder eines 
Strahlbüschels bei jeder auf die betrefifenden Figuren angewandten 
Centralprojektion erhalten bleibt, so folgen aus den für den Kreis 
aufgestellten Sätzen (251 bis 256) unmittelbar die entsprechenden 
Sätze für einen beliebigen Kegelschnitt. Wir fassen sie im Folgenden 
zusammen. 

385. Die harmonischen Pole eines gegebenen Poles P 
in Bezug auf einen Kegelschnitt liegen auf einer Geraden 
p, der Polare von P. Liegt der Pol auf dem Kegelschnitt, 
so ist seine Polare die Tangente im Pole. Die Schnitt- 
punkte der Polare p mit dem Kegelschnitt sind die Be- 
rührungspunkte der aus P an ihn gezogenen Tangenten. 

Liegt ein Kegelschnitt gezeichnet vor (Fig. 191 bis 193), so 
wird die Polare p eines gegebenen Punktes P konstruiert, indem 
man durch P zwei Sehnen BS und TU des Kegelschnittes zieht und 
die Schnittpunkte M und N der beiden letzten Gegenseitenpaäre 
des vervollständigten Vierecks R8TU miteinander verbindet. 

286. Die harmonischen Polaren einer gegebenen Po- 
laren/? in Bezug auf einen Kegelschnitt gehen durch einen 

13* 
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Punkt, den Pol von p. Berührt die Polare den Kegel- 
schnitt, so ist ihr Pol der Berührungspunkt. Die Tan- 
genten in den Schnittpunkten der Polare mit dem Kegel- 
schnitt schneiden sich im Pole. 





Fig. 191. 



Fig. 193. 




Fig. 192. 

Zu einer gegebenen Geraden p wird der Pol in Bezug auf einen 
gegebenen Kegelschnitt als Schnittpunkt der Polaren zweier auf/? 
gewählter Punkte gefunden. 
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Beschreibt ein Punkt Q eine Gerade /?, so dreht sich 
seine Polare y um den PolP der Geraden. Dreht sich eine 
Gerade q um einen Punkt P, so beschreibt ihr Pol Q die 
Polare p des Punktes. 

387. Ist ein Dreieck ABC so beschaffen, daß jede Seite desselben 
die Polare der gegenüberliegenden Ecke in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt bildet, so heißt es ein Polardreieck des Kegelschnittes. 
Soll ein eigentliches 
Polardreiek erhalten 
werden, so darf keine 
Seite desselben den 
Kegelschnitt berüh- 
ren, folglich auch 
keine Ecke auf 
diesem liegen. Polar- 
dreiecke eines Kegel- 
schnittes werden mit 
Hilfe von einge- 
schriebenen oder um- 
geschriebenen Vier- 
ecken erhalten. Ist 
ABCD ein einge- 
schriebenes Viereck, 
so ist sein Diagonal- 
dreieck LMN ein Po- 
lardreieck des Kegel- 
schnittes (Fig. 194). 
Dasselbe kann aber 
auch als Diagonal- 
dreiseit des umge- 
schriebenen Vierseits 
PQÄ5 betrachtet 
werden, dessen Seiten 
den Kegelschnitt in Ä^B, G,JD berühren. In der That gilt der in 268 
für den Kreis bewiesene Satz für alle Kegelschnitte. 

288, In Bezug auf einen Kegelschnitt können die Punkte seiner 
Ebene als äußere und innere unterschieden werden, je nachdem sie 
die Bilder von äußeren oder inneren Punkten des Originalkreises 
darstellen. Hiermit ist folgende Erklärung gleichbedeutend. Ein 
Punkt auf der Ebene eines Kegelschnittes heißt äußerer 
oder innerer Punkt, je nachdem seine Polare den Kegel- 




Fig. 194. 
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schnitt schneidet oder nicht, folglich von ihm aus zwei 
Tangenten an denselben gezogen werden können, oder 
keine (vergl. 253). 

Nehmen wir den Begriflf harmonischer Pole und Polaren im 
allgemeinen Sinne, so können wir uns in jeder geraden Punktreihe, 
gleichviel ob ihr Träger ^ den Kegelschnitt schneidet oder nicht, 
zu jedem gegebenen Punkte Ä den harmonischen Pol A^ = a x ,q 
bestimmt denken, wo a die Polare von Ä bedeutet. Ebenso wird 
in jedem Strahlbüschel, gleichviel ob sein Scheitel S außerhalb oder 
innerhalb des Kegelschnittes liegt, zu jedem gegebenen Strahle a 
die harmonische Polare a^ = SA gefunden, wo A den Pol von a be- 
zeichnet. Es ergiebt sich hieraus zwischen den Elementen der ein- 
förmigen Grundgebilde in der Ebene des Kegelschnittes ein ver- 
tauschbares Entsprechen, von dem die folgenden Sätze handeln. 

289, Schneidet die Gerade <7 den Kegelschnitt, so 
bilden alle auf ihr gelegenen Paare harmonischer Pole 
zwei ungleichlanfende involutorische Reihen. Die Doppel- 
punkte derselben sind die Schnittpunkte von ^ mit dem 
Kegelschnitt. 

Ist 8 ein äußerer Punkt des Kegelschnittes, so bilden 
alle durch ihn gezogenen Paare harmonischer Polaren 

zwei ungleichlaufende in- 
volutorische Büschel. Die 
Doppelstrahlen derselben 
sind die aus S an den 
Kegelschnitt gezogenen 
Tangenten. 

Beide Behauptungen folgen 
direkt aus der Definition har- 
monischer Pole und Polaren 
mit Rücksicht auf die Sätze 
in 232 und 237. Es bleibt 
nur übrig die folgenden Er- 
gänzungssätze zu beweisen. 

390. Schneidet die Ge- 
rade <7 den Kegelschnitt 
nicht, so bilden die auf 
ihr gelegenen Paare har- 
monischer Pole zwei gleichlaufende involutorische 
Reihen. 

Ist 8 ein innerer Punkt des Kegelschnittes, so bilden 




Fig. 195. 
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alle durch ihn gezogenen Paare harmonischer Polaren 
zwei gleichlaufende involutorische Büschel. 

Es genügt, den Beweis für den Fall eines Kreises zu geben, 
da die in Frage kommenden Eigenschaften unserer Figur bei jeder 
Centralprojektion erhalten bleiben. — Den inneren Punkt S und die 
nichtschneidende Gerade ^ (Fig. 195) fassen wir als Pol und Polare 
des Kreises auf. Zieht man durch S eine feste Sehne PQ und be- 
liebige Sehnen XU, ¥F, . . . , so liegen die Gegenseitenschnittpunkte 
A und ^1, B und B^, ... der Vierecke PXQU, PYQF, ... auf ^ 
und entsprechen sich vertauschbar als harmonische Pole des Kreises. 
Ebenso entsprechen sich die Sirahlen a = 8J^ und Oj = SA, b = SBy^ 
und by^ = SB^ ... als harmonische Polaren vertauschbar. Unsere 
Behauptungen sind daher (nach 230 und 235) erwiesen, sobald wir 
zeigen, daß die Punktreihen AB . . . und A^B^^ . . . , mithin auch die 
Strahlbüschel ab . . . und a^b^ . . . in Perspektive Lage gebracht 
werden können. Dies folgt aber aus der Kongruenz der beiden 
Strahlbüschel, die die betrachteten Punktreihen aus P resp. Q pro- 
jizieren und zugleich über derselben Reihe von Punkten X, 7", . . . 
des Kreises stehen. 




Fig. 196. 

Die Doppelstrahlen der Involution harmonischer Po- 
laren durch einen Punkt 8 des Kegelschnittes liegen in 
der Tangente vereinigt. Die Doppelpunkte der Involution 
harmonischer Pole auf einer Tangente g fallen im Be- 
rührungspunkte zusammen. 
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Mit Beziehung auf die Art der Involution harmonischer Pole, 
die eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel auf der unendlich fernen 
Geraden ihrer Ebene bestimmt, nennt man irgend eine Involution 
elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem sie keine, 
zwei getrennte oder zwei vereinte Doppelelemente besitzt. 

291. Man kann den Beweis der obigen Sätze noch auf eine 
zweite Art ableiten. Statt der eingeschriebenen Vierecke PXQU,.,, 
benutze man die dem Kreise in denselben Punkten umgeschriebenen 
Vierseite /?a:^M, pyqv, , ,. zur Konstruktion (Fig. 1 96). Der feste Punkt 
pXq und seine Gegen ecken in den verschiedenen Vierseiten, x x «, 
y X ü, . . . , liegen auf g. Die Verbindungslinien der beiden übrigen 
Gegeneckenpaare, p x u und q X x, p x x und q x u, , . , gehen 
jedesmal durch 8 und gehören als harmonische Polaren a^ und a. 
b^ und b, . . . zusammen; sie schneiden auf g harmonische Pole A 
und ^j , B und B^, ... aus. Hiernach entsprechen sich die Strahlen 
der am Scheitel S vereinigten Büschel ab . . . und a^b^ ... ver- 
tauschbar; daß sie zugleich 
projektiv sind und folglich 
involutorisch liegen, folgt 
aus dem Verhalten der 
Punktreihen, welche sie auf 
den Kreistangenten p und 
q bestimmen. Diese werden 
nämlich andererseits durch 
die wechselnden Tangenten 
X, y, . . . ausgeschnitten und 
sind mithin projektiv (275). 
393. In den Beweis- 
gründen der letzten Sätze 
sind folgende beachtens- 
werte Resultate enthalten. 
Die Verbindungslinien 
beliebiger Punkte X, 7,... 
eines Kegelschnittesmit 
zwei festen Punkten Q 
undÄ desselben, schnei- 
den jede harmonische 
Polare p der Geraden 
QR in harmonischen 
Polen Ä und Ä^, B und B^,,.. des Kegelschnittes (Fig. 197). 
Die Schnittpunkte beliebiger Tangenten x, y,... eines 




Fig. 197. 
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Kegelschnittes mit zwei festen Tangenten q und r desselben, 
geben mit jedem harmonischen Pole P des Punktes g X r 
verbunden harmonische Polaren a und a^, b und ^j, ... des 
Kegelschnittes (Fig. 198). 

398. Nach 289, 290 kann man sich eine Punktreihe und 
einen Strahlbüschel, deren Träger sich als Polare und Pol in 
Bezug auf einen Kegelschnitt entsprechen, gleichzeitig von einem 
Pole P und seiner Polare p beschrieben denken. Von diesen Fi- 
guren gilt der Satz: Eine Punktreihe und ein Strahlbtischel, 
die in der Ebene eines Kegelschnittes durch gleichzeitige 
Bewegung eines Poles und seiner Polare erzeugt werden, 
sind projektiv. 
Zum Beweis ge- 
nügt es, auf die 
Figuren 195 und 
196 . hinzuweisen, 
in denen sich die 
Punkte A, B, . . , 
und die Strahlen 
a, b, , . . (oder 
auch Jj, ^1, . . . 
und Oj , Äj, . . .) 
gegenseitig als 
Pole und Polaren 
des Kreises ent- 
sprechen. 

294. Der Mittel- 
punkt und der 
unendlich ferne 
Punkt jeder Sehne 
eines Kegel- 

schnittes sind har- 
monische Pole. 
Hierausfolgt: Die 
Mittelp unkte 
paralleler Seh- 
nen eines Kegelschnittes liegen auf einer Geraden, der 
Polare ihres unendlich fernen Punktes (ihrer Richtung); 
dieselbe heißt ein Durchmesser des Kegelschnitts. 

Der Durchmesser enthält die Pole aller der gedachten Sehnen, 
insbesondere also die Berührungspunkte der zu ihnen parallelen 




Fig. 198. 
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Tangenten des Kegelschnittes. Liegt die Kurve gezeichnet vor, so 
wird ein Durchmesser AB mit Hilfe zweier paralleler Sehnen PQ 

und BS konstruiert, 
indem man die fehlen- 
den Gegenseitenpaare 
des Viereckes PQBS 
zieht und ihre Schnitt- 
punkte U und F verbin- 
det (Fig. 199, 200,201). 
295. Alle Durch- 
messer eines Kegel- 
schnittes gehen als 
Polaren unendlich 
ferner Punkte durch 
den Pol der unendlich fernen Geraden; dieser heißt Mittel- 
punkt des Kegelschnittes. 

Der Mittelpunkt der Ellipse liegt in ihrem Inneren, weil sie 
von der unendlich fernen Geraden nicht getrofifen wird. 

Für die Hyperbel ist, da sie von der unendlich fernen Geraden 

geschnitten wird, der Mittel- 
punkt ein äußerer Punkt. In 
ihm schneiden sich die Asym- 
ptoten als Tangenten der Hy- 
perbel in ihren unendlich 
fernen Punkten. 

Der Mittelpunkt der Pa- 
rabel fällt mit ihrem unend- 
lich fernen Punkte zusammen, 
weil dieser als Berührungs- 
punkt mit der unendlich fernen 
Geraden zugleich der Pol der- 
selben ist. Die Parabeldurch- 
messer sind sämtlich nach 
ihm gerichtet, also unter sich 
parallel. Weil der Mittel- 
punkt der Parabel nicht kon- 
struierbar ist, sagt man von 
ihr wohl auch, sie habe keinen 
*^^g-200. Mittelpunkt. 

396. Ein Durchmesser schneidet entweder den Kegelschnitt 
und wird dann durch die Schnittpunkte begrenzt (reeller Durch- 




Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen, 



203 
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messer) oder er trifft den Kegelschnitt nicht und ist unbegrenzt 
(imaginärer Durchmesser). Im ersten Falle ist sein unendlich ferner 
Pol ein äußerer, im zweiten ein innerer Punkt des Kegelschnittes 
(vergl. 288). 

Die Durchmesser der Ellipse sind sämtlich begrenzt, weil die 
unendlich fernen Punkte 
ihrer Ebene alle außerhalb 
der Kurve liegen. 

Unter den Durchmessern 
der Hyperbel giebt es be- 
grenzte und unbegrenzte, 
weil die Punkte der unend- 
lich fernen Geraden durch 
die unendlich fernen Punkte 
der Hyperbel in äußere und 
innere Punkte geschieden 
werden. Zwischen beiden 
Arten von Durchmesser bil- 
den die Asymptoten den 
Übergang. 

Bei der Ellipse und Hyperbel werden die begrenzten Durch- 
messer vom Mittelpunkt halbiert. 

Die Durchmesser der Parabel sind einerseits durch einen end- 
lichen Punkt derselben begrenzt und erstrecken sich andererseits 
bis zu ihrem unendlich fernen Punkte. 

397. Zwei Durchmesser eines Kegelschnittes heißen 
konjugiert, wenn jeder den unendlich fernen Pol des 
anderen enthält. Ein Paar konjugierter Durchmesser bildet mit 
der unendlich fernen Geraden zusammen ein Polardreieck, dessen 
eine Ecke im Mittelpunkt des Kegelschnittes liegt. Aus der ge- 
gebenen Erklärung folgen sofort die Sätze: Von zwei konjugierten 
Durchmessern halbiert jeder die zum anderen parallelen 
Sehnen. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind zum konjugierten Durchmesser parallel. 

Konjugierte Durchmesser des Kreises sind zu einander recht- 
winklig. — Zu irgend einem Durchmesser der Parabel ist als kon- 
jugierter stets die unendlich ferne Gerade zu betrachten. Um den 
scheinbaren Widerspruch zwischen dieser Aussage und den beiden 
letzten Sätzen zu lösen, beachte man Folgendes: Wenn von den 
Endpunkten einer Strecke der eine unendlich weit rückt, so geschieht 

Gleiche mit dem Mittelpunkt der Strecke; die beiden unendlich 
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fernen Punkte aber können im Siüne der Projektionslehre nicht 
unterschieden werden (vergl. 169). Der unendlich fernen Geraden 
einer Ebene kann keine bestimmte Richtung zugeschrieben werden, 
da sie alle unendlich fernen Punkte der Ebene, d. h. alle in ihr 
möglichen Richtungen enthält. 

298. Die Paare konjugierter Durchmesser eines Kegel- 
schnittes bilden an seinem Mittelpunkte als Scheitel zwei 
involutorische Strahlbüschel; denn sie entsprechen sich als 
harmonische Polaren (289, 290). 

Da der Mittelpunkt der Ellipse innen liegt, ist bei ihr die In- 
volution der konjugierten Durchmesser eine gleichlaufende. Bei der 
Hyperbel dagegen ist diese Involution ungleichlaufend, weil ihr 
Mittelpunkt ein äußerer Punkt ist. Die Doppelstrahlen der Invo- 
lution sind die Asymptoten der Hyperbel; je zwei kongugierte Durch- 
messer werden durch sie harmonisch getrennt. 

399. Unter den konjugierten Durchmessern eines 
Kegelschnittes giebt es stets zwei zu einander recht- 
winklige; sie heißen die Achsen des Kegelschnittes und 
ihre Endpunkte die Scheitel. Die Achsen sind Symmetrie- 
linien des Kegelschnittes. 

Die Achsen der Ellipse endigen in vier Scheiteln. Die Achsen 
der Hyperbel halbieren die Winkel zwischen ihren Asymptoten: 
die eine bestimmt die beiden Scheitel der Hyperbel, die andere ist 
unbegrenzt. Von der Parabel ist nur eine Achse (und ein Scheitel) 
konstruierbar; sie ist durch die Bedingung bestimmt, daß die Tan- 
gente im Scheitel zur Achse senkrecht stehen muß. 

Von der Konstruktion der Achsen der Kegelschnitte wird 
weiterhin noch die Rede sein. 

300. Nach Früherem (256) erhält man ein Polardreieck eines 
Kegelschnittes entweder als Diagonaldreieck eines eingeschriebenen 
Viereckes PQRS, oder als Diagonaldreiseit eines umgeschriebenen 
Vierseites pqrs. Geht nun das Viereck oder Vierseit in ein 
Parallelogramm über, so erhält das von ihm abhängige Polardreieck 
eine unendhch ferne Seite und die beiden anderen Seiten werden 
zu konjugierten Durchmessern des Kegelschnittes. Hieraus folgen 
die Sätze: 

Die Diagonalen eines dem Kegelschnitte eingeschrie- 
benen Parallelogrammes schneiden sich im Mittelpunkte, 
seine Seiten geben die Richtungen konjugierter Durch- 
messer an. Die Diagonalen eines dem Kegelschnitte um- 
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geschriebenen Parallelogrammes sind konjugierte Durch- 
messer. 

In den Figuren 202 und 203 sind diese beiden Sätze gleich- 
zeitig unter der Annahme verdeutlicht, daß das umgeschriebene 





Fig. 202. 



Fig. 203. 



Vierseit pqrs den Kegelschnitt in den Ecken des eingeschriebenen 
Viereckes PQRS berühre. Es werden dann die Diagonalen ÄC und 
BD des umgeschriebenen Vierseits den Seiten des eingeschriebenen 
Viereckes parallel, wie aus dem Satze in 268 geschlossen werden 
kann. 



Die Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Strahlbüschel 

und Punktreihen. 

301. Zwei einförmige Grundgebilde sind als projektiv zu 
bezeichnen, wenn sich ihre Elemente paarweise so entsprechen, daß 
daraus die Möglichkeit ihrer Perspektiven Lage folgt; befinden sie 
sich in einer Perspektiven Lage, so werden sie schlechthin per- 
spektiv genannt, anderenfalls heißen sie projektiv in schiefer 
Lage (vergl. 166 und 167). Während nun bisher zumeist nur Per- 
spektive Grundgebilde betrachtet wurden, bietet die Theorie der 
Kegelschnitte den Anlaß projektive Grundgebilde in schiefer Lage 
in Betracht zu ziehen. Dabei haben wir uns auf Strahlbüschel 
und Punktreihen in einer Ebene zu beschränken und die Figuren 
zu untersuchen, welche von den Schnittpunkten entsprechender 



206 Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen. 



Strahlen projektiver Büschel oder von den Verhindungslinien ent- 
sprechender Punkte projektiver Reihen erzeugt werden. Welcher 
Art diese Erzeugnisse sind, wenn der spezielle Fall perspektiver 
Strahlbüschel oder Punktreihen vorliegt, ergiebt sich aus 184: 

Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier per- 
spektiver Büschel in einer Ebene liegen auf zwei Geraden, 
nämlich auf der Achse der Perspektivität, und der Ver- 
bindungslinie beider Scheitel (in .welcher zwei entsprechende 
Strahlen zusammenfallen). 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte z^reier 
perspektiver Reihen in einer Ebene gehen durch zwei 
Punkte, nämlich durch das Centrum der Perspektivität 
und den Schnittpunkt beider Träger (in welchem zwei ent- 
sprechende Punkte zusammenfallen). 

Zu den Erzeugnissen projektiver Büschel und Reihen bei 
schiefer Lage in einer Ebene gelangen wir durch folgende Über- 
legungen. 

803. Ein Kreis kann auf zweierlei Art erzeugt gedacht werden: 
entweder indem man seine Punkte, oder indem man seine Tangenten 
als Elemente nimmt. Im ersten Falle denkt man sich den Kreis 
durch einen bewegten Punkt beschrieben, im anderen von einer 
bewegten Geraden in allen ihren Lagen umhüllt. Diese doppelte 
Erzeugungsweise kann natürlich ebenso auf die Kegelschnitte, wie 
auf andere stetige Kurven angewandt werden. 

Für den Kreis gelten folgende beiden Sätze (vergl. 273 u. 275): 

Entsprechen sich in zwei Strahlbüscheln, deren 
Scheitel S und T^ auf einem Kreise k liegen, die nach einem 
beweglichen Punkte des Kreises gezogenen Strahlen, so 
sind die Büschel projektiv (kongruent). Der Verbindungs- 
linie der Scheitel in dem einen Büschel entspricht die im 
anderen enthaltene Tangente des Kreises. 

Entsprechen sich in zwei Punktreihen, deren Träger 
t und Mj einen Kreis k berühren, die von einer beweg- 
lichen Tangente des Kreises ausgeschnittenen Punkte, so 
sind die Reihen projektiv. Dem Schnittpunkt der Träger 
in der einen Reihe entspricht der in der anderen enthal- 
tene Berührungspunkt mit dem Kreise. 

303. Denkt man sich den Kreis k einer beliebigen Central- 
projektion unterworfen, so folgt unmittelbar: 

Die von zwei festen Punkten S und T^ eines Kegel- 
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Schnittes nach beliebigen Punkten .A, B, C, . . , desselben 
gezogenen Strahlen üjb, c, ... und a^, b^, c^, . . . bilden zwei 
projektive Büschel. Der Verbindungslinie der Scheitel 
{t oder s^ in dem einen Büschel entspricht die Tangente 
{t^ oder s) des Kegelschnittes im anderen (Fig. 204). 





Fig. 204. 



Fig. 205. 



Die auf zwei festen Tangenten t und u^ eines Kegel- 
schnittes von beliebigen Tangenten a, b, c^ ... desselben 
ausgeschnittenen Punkte Ä, £, Cy , , . und A^, B^, ^i> • • • 
bilden zwei projektive Reihen. Dem Schnittpunkt der 
Träger U oder T^ in der einen Reihe entspricht der Be- 
rührungspunkt (C/j oder T) mit dem Kegelschnitt in der 
anderen (Fig. 205). 

Von diesen Sätzen gelten, wie jetzt bewiesen werden soll, auch 
die Umkehrungen. 

304. Zwei projektive Strahlbüschel 8 und T einer 
Ebene erzeugen einen Kegelschnitt als Ort der Schnitt- 
punkte entsprechenderstrahlen. Der Kegelschnitt enthält 
die Scheitel beider Büschel. 

Die gegenseitige Zuordnung der Strahlen der projektiven Büschel 
S und T ist vollständig bestimmt, wenn zu irgend drei Strahlen des 
einen die entsprechenden des anderen gegeben werden. Wir wählen 
zu der Verbindungslinie der Scheitel in jedem Büschel den ent- 
sprechenden Strahl und außerdem irgend ein Paar entsprechender 
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Strahlen. Es mögen also den Strahlen ST, SA, SB die Strahlen 
TA, TS, TB (Fig. 206) entsprechen. Wählen wir femer auf irgend 
einem Kreise ä^ beliebig die Punkte S^, T^^, B^ und ist A^ der 
Schnittpunkt der Tangenten des Kreises in S^ und T^, so bestimmen 
die Strahlen S^T^^, S^A^, S^B^ resp. T^A^, T^S^, T^B^ zwei kongruente 

Strahlbüschel. Nach 201 können 
die Vierecke SATB und S^A^T^B^ in 
Perspektive Lage gebracht werden. 
Man gelangt so zu einer Central- 
projektion, welche die kongruenten 
Büschel Äj und T^ in die gegebenen 
projektiven Büschel S und T und 
den Kreis k^ in einen Kegelschnitt k 
überführt. Zu irgend zwei ent- 
sprechenden Strahlen der Büschel S^ 
und T^ gehören in der Perspektiven 
Figur zwei entsprechende Strahlen 
der Büschel S und T, Da erstere 
sich in einem Punkte C^ des Kreises 
Äj schneiden, gehört der Schnitt- 
punkt C der letzteren einem Kegel- 
schnitte k an. Die Strahlen SA und 
TA sind die Tangenten des Kegel- 
schnittes in S und T. 
805. Zwei projektive Punktreihen ^ und «< einer Ebene 
erzeugen einen Kegelschnitt als Umhüllungskurve der 
Verbindungslinien entsprechender Punkte. Der Kegel- 
schnitt berührt die Träger beider Reihen. 

Um in den Reihen t und u die Zuordnung der Punkte festzu- 
legen, wählen wir in jeder von ihnen den Punkt, der dem Schnitt- 
punkte A = t X u der Träger entsprechen soll und überdies ein 
beliebiges Paar entsprechender Punkte. Den Punkten A, T, JB 
auf t mögen also die Punkte U, A, C auf u entsprechen (Fig. 207). 
Ferner seien t^ und u^ zwei Tangenten irgend eines Kreises ^, 
A^ ihr Schnittpunkt, T^ und U^ ihre Berührungspunkte, B^ und 6^ 
ihre Schnittpunkte mit irgend einer dritten Tangente. Die Vierecke 
BTUC und B^T^U^Cy^ denke man sich wiederum in Perspektive Lage 
gebracht. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der pro- 
jektiven Reihen A^Ty^By^ ... auf ^^ und U^^Ay^Cy^ ... auf Mj sind 
sämtlich Tangenten des Kreises ä^; folglich berühren die zu ihnen 
Perspektiven Verbindungslinien entsprechender Punkte der projek- 




Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen, 



209 



tiven Reihen auf t und u den Kegelschnitt ä, der hei der gedachten 
Centralprojektion aus dem Kreise k^ hervorgeht. 

306. Fünf Punkte einer 
Ebene, von denen keine drei 
in einer Geraden liegen, be- 
stimmen einen Kegelschnitt, 
der sie enthält. Die aus 
zweien der gegebenen Punkte, 
Ä und Bj nach den übrigen (7, 
i>, E gezogenen Strahlen be- 
stimmen nämlich zwei projektive 
Büschel und diese erzeugen 
einen bestimmten durch Äj B, 
C, B und E verlaufenden Kegel- 
schnitt Ä. Nun sei \ ein zu k 
perspektiv gelegener Kreis; den 
verschiedenen Paaren projektiver 
Strahlbüschel, die sich durch 
die Punkte J, J5, (7, i>, E legen 
lassen, indem man je zwei der- 
selben als Scheitel auswählt, 
entsprechen die Paare kon- 
gruenter Strahlbüschel, die durch 

ihre Perspektiven Bilder Ä^, B^j C^, B^, E^ auf k^ bestimmt werden. 
Da letztere alle denselben Kreis k^ erzeugen, so erzeugen die ersteren 
einen und denselben Kegelschnitt k. 

307. Als Spezialfälle dieses Satzes können die folgenden be- 
trachtet werden. 

Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch vier Punkte und 
die Tangente in einem derselben oder durch drei Punkte 
und die Tangenten in zweien. Fallen nämlich von den Punkten 
A, B, C, Bj E zwei zusammen, etwa E mit A, so wird die Verbin- 
dungslinie AE zur Tangente in A. Wird daher statt des Punktes 
E die Tangente a in A gegeben, so sind «, ACy AB und BA, BC, 
BB entsprechende Strahlen projektiver Büschel, die den Kegel- 
schnitt erzeugen (vergl. 303). — Fallen andererseits die Punkte E 
und B resp. mit A und B zusanmien und werden statt ihrer die 
Tangenten a und b m A und B gegeben, so bilden die Strahlen 
a, AB, AC und BA, b, BC zwei projektive den Kegelschnitt er- 
zeugende Büschel. 

RoHN Q. Papperitz. I. 14 




Fig. 207. 
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808. Fünf Gerade einer Ebene, von denen keine drei 
durch einen Punkt gehen, bestimmen einen Kegelschnitt, 
der sie berührt. Zwei der gegebenen Geraden, a und ä, tragen 
projektive Punktreihen, die den Kegelschnitt k erzeugen. In diesen 
Reihen entsprechen sich notwendig die Schnittpunkte mit den drei 
übrigen Geraden c, d, e und dies genügt, um ihre projektive Zuord- 
nung festzulegen. Daß man zu einem und demselben Kegelschnitt k 
gelangt, gleichviel welche zwei Geraden man zuerst auswählt, er- 
giebt sich ähnlich wie oben (306), wenn man einen zu k Perspek- 
tiven Kreis k^ und seine den gegebenen Geraden entsprechenden 
Tangenten betrachtet. 

309. Hieraus läßt sich weiter folgern: 

Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch vier Tangenten 
und den Berührungspunkt einer oder durch drei Tangenten 
und die Berührungspunkte zweier derselben. Fällt nämlich 
von den Tangenten a, b, c, d, e etwa e mit a zusammen, so geht 
der Schnittpunkt a x e in den Berührungspunkt Ä von a über. 
Wird also A statt e gegeben, so erzeugen die projektiven Reihen 
A, a X c, axd und bxa, bxc, bxd den Kegelschnitt (vergl.303).— 
Wird überdies d mit b identisch angenommen und demgemäß statt 
d der Berührungspunkt B von b gegeben, so sind durch A, axb. 
a X c und b X a, £y b x c die erzeugenden projektiven Punktreihen 
bestimmt. 

310. Um einen Kegelschnitt aus fünf Punkten oder ans 
fünf Tangenten oder aus fünf gleichwertigen Bestimmungsstücken 
(vergl. 307 und 309) zu konstruieren, d. h. beliebig viele neue 
Punkte oder Tangenten desselben zu finden, hat man die folgenden 
beiden Aufgaben zu lösen: Bei schiefer Lage zweier projek- 
tiver Strahlbüschel oder Punktreihen in einer Ebene aus 
drei gegebenen Paaren entsprechender Elemente zu jedem 
vierten Elemente des einen Grundgebildes das ent- 
sprechende Element des anderen zu finden. 

311. Durch die Strahlen a, b, c und die ihnen entsprechenden 
Oj, b^j Cj, seien zwei projektive Strahlbüschel S und T in 
schiefer Lage gegeben (Fig. 208). Die Gerade a werde von den 
Strahlen a^, b^, c^, . . . des Büschels T in der Punktreihe Aj By, 
(7j, . . . , die Gerade a^ von den Strahlen a, b, c, , , , des Büschels 
S in der Punktreihe A^ JB^, CJ,, . . . geschnitten. Diese Punktreihen 
sind der Annahme nach projektiv und, weil der ihnen gemeinsame 
Punkt A sich selbst entspricht, zugleich perspektiv gelegen. Das 
Centrum der Perspektivität wird als Schnittpunkt B^B^ X C^^^i 
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gefunden. Ist nun d =^ äZ>^ irgend ein vierter Strahl des Büschels 
S, Dq sein Schnittpunkt mit a^ und wird die Verbindungslinie OD^ 
von a in D^ getroffen, so ist d^ = TD^ der ihm entsprechende Strahl 
des Büschels T. Der Verbindungslinie der Scheitel t = ST im 
Büschel S entspricht im Büschel T der das Centrum enthaltende 
Strahl t^ = TO] umgekehrt entspricht dem Strahle s^ = TS der 
Strahl s = SO. 

Man kann sich die beiden Strahlbüschel durch die Punkte- 
Ä, T, Ä = a X a^, JS = b X h^, C == c ^ c^ gegeben denken. Jedes 
neue Paar entsprechender Strahlen d und c?j derselben bestimmt 
dann als Schnittpunkt I) einen weiteren Punkt des durch die Punkte 
S, Tj A, B, C gegebenen Kegelschnittes; die Strahlen s und t^ sind 
die Tangenten desselben in S und T 
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Fig. 209. 



813. Durch die Punkte A^ B, C auf g und J^, B^^ C^ auf h 
seien zwei projektive Punktreihen g und h in schiefer Lage 
gegeben (Fig. 209). Die Strahlbüschel, welche diese Punktreihen 
aus den Centren A^ und A projizieren, sind projektiv und, weil der 
ihnen gemeinsame Strahl AA-^^ sich selbst entspricht, zugleich per- 
spektiv gelegen. Man findet ihre Perspektivitätsachse p als Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte B^ und C^ der Paare entsprechender 
Strahlen A^B und AB^, A^C und AC^, Ist nun 1)^ irgend ein Punkt 
auf p, so schneiden die Geraden BqA^ und D^A auf der Geraden 

14* 
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g resp. h entsprechende Punkte B und B^ aus. Dem Schnittpunkte 
der Träger H =^ g x h in der Reihe g entspricht in der Reihe h 
der auf der Achse p gelegene Punkt ff^ = h x p; umgekehrt ent- 
spricht dem Punkte G^ = k x g der Punkt G = g x p. 

Denkt man sich die beiden Punktreihen durch die Geraden 
gj h, a = AÄ^j h = BB^^ c = CC^ gegeben, so ergiebt jedes weitere 
Paar entsprechender Punkte B und B^ derselben als Verbindungs- 
linie BB^ eine neue Tangente d des durch die Tangenten g, h, a, b, c 
bestimmten Kegelschnittes; die Punkte G und H^ sind die Berüh- 
rungspunkte der Tangenten g und h. 

318. Andere (freilich prinzipiell nicht neue) Konstruktionen eines 
Kegelschnittes aus fünf Punkten oder aus fünf Tangenten Uefern 
die Sätze von Pascal und Brianchon. Diese lauten: 

Die Gegenseiten eines einem Kegelschnitte einge- 
schriebenen Sechseckes schneiden sich in Punkten einer 
Geraden (Pascarsche Gerade). 

Die Verbindungslinien der Gegenecken eines einem 
Kegelschnitt umgeschriebenen Sechsseites schneiden sich 
in einem Punkte (Brianchon'scher Punkt). 

Da die Sätze von Pascal und Brianchon bereits für den Fall 
eines Kreises bewiesen sind (vergl. 271 und 276), so folgt ihre Gültig- 
keit in der jetzt gegebenen allgemeinen Fassung aus der einfachen 
Bemerkung, daß jedes einem beliebigen Kegelschnitte ein- oder um- 
geschriebene Sechseck (Sechsseit) als Centralprojektion eines einem 

Kreise ein- oder umgeschriebenen 
Sechseckes (Sechsseites) betrachtet 
werden kann. 

814. Die fünf gegebenen 
Punkte eines Kegelschnittes seien 
in irgend einer Reihenfolge Ä, £, 
C,B, E (Fig. 210). SoU F ein 
sechster Punkt des Kegelschnittes 
sein, so müssen die Gegenseiten- 
schnittpunkte: 

= JBx BE, 
F^= BC X EF, 




Fig. 210. 



F^=CB X FA 



des Sechseckes ABCBEF auf einer 
Geraden f liegen. Von diesen drei Punkten ist bekannt; von F^ 
und F^ dagegen steht nur fest, daß sie resp. auf den Geraden 
BC = g^ und CB = g^ liegen und daß ihre Verbindungslinie f durch 
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O geht. Wählt man daher auf ^j den Punkt F^ nach Gefallen, so 
ergiebt sich die zugehörige Pascal'sche Gerade als f=zF^O und als 
ihr Schnitt mit g^ der Punkt F^. Femer bilden F^E und F^A die 
fehlenden Seiten des Pascal'schen Sechseckes und ihr Schnittpunkt 
F ist ein neuer Punkt des Kegelschnittes. Um die Tangente im 
Punkte Ä zu konstruieren, hat man AE mit g^ in ^A^ und A^O mit 
g^ in A^ zu schneiden und A^A zu ziehen, welches die gesuchte 
Tangente ist. Analog findet man die Tangente in ^. 

815. Dies Ergebnis läßt sich durch folgenden Satz ausdrücken: 

Drehen sich drei Gerade /, /^, f^ je um einen ihrer 
Punkte (0, A, E in Fig. 210), indem zugleich zwei ihrer 
Schnittpunkte F^=^f^xf^ und F^=fxf^ je eine Gerade 
{g^ und g^ durchlaufen, so beschreibt der letzte Schnitt- 
punkt F=if^ xf^ einen Kegelschnitt ä, der die Drehpunkte 
{A und E) von /^ und f^ enthält. 

Einen direkten Beweis dieses Satzes ergiebt die Bemerkung, 
daß die von F^ und F^ gleichzeitig beschriebenen Punktreihen aus 
dem Centrum perspektiv liegen und folglich die von f^ und f^ 
gleichzeitig durchlaufenen Strahlbüschel projektiv sind. 

816. Die fünf gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes seien 
in beliebiger Anordnung: a, ä, c, d, e (Fig. 211). Ist /" irgend eine 
sechste Tangente des Kegel- 
schnittes, so müssen die Ver- 
bindungslinien der Gegenecken 

g ^ axh^ dx e^ 

f^= b Xc, e xf, 

f2= c X d, e X a, 
des Sechsseites abcdef sich in 
einem Punkte F schneiden. Die 
Gerade g ist durch die Aufgabe 
bestimmt; von f^ und f^ ist nur 
bekannt, daß sie resp. durch die 
Punkte ^ X c = /Sj und c x d=i S^ gehen und daß ihr Schnittpunkt 
F auf g liegt. Zieht man daher durch S^ willkürlich einen Strahl 
/j, so erhält man den zugehörigen Brianchon' sehen Punkt als 
F = f^X g und die Gerade f^ als FS^. Sodann sind fi X e und 
f^X a die fehlenden Ecken des ßrianchon'schen Sechsseites und 
ihre Verbindungslinie f eine neue Tangente des Kegelschnittes. Der 
Berührungspunkt der Tangente a wird gefunden, wenn man a x e 
mit S^ durch die Gerade 0^ und deren Schnittpunkt auf g mit S^ 
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durch «2 verbindet; der Schnittpunkt a^x a ist der gesuchte Be- 
rührungspunkt. Auf gleiche Weise ergiebt sich der Berührungs- 
punkt von e. 

817. Unsere Konstruktion läßt den Satz erkennen: 

Bewegen sich drei Punkte #, i^^, F^ je auf einer Geraden 
(^, a, e in Fig. 211), indem sich zugleich zwei ihrer Verbin- 
dungslinien /j =^ F^F und/2 = jP-Fi um feste Punkte {S^ und S^ 
drehen, so umhüllt die letzte Verbindungslinie /*= F^F^ 
einen Kegelschnitt ä, der die Bahnlinien {a und e) von F^ 
und F^ berührt. 

Dies ergiebt sich auch direkt; denn die von f^ und/g beschrie- 
benen Strahlbüschel sind in perspektiver Lage in Bezug auf g als 
Achse der Perspektivität und folglich sind die von F^ und F^ gleich- 
zeitig durchlaufenen Punktreihen projektiv. 

318. Aus den in 314 und 316 gegebenen Konstruktionen folgt 
unmittelbar, daß auch die Umkehrungen des Pascal' sehen und des 
Brianchon'schen Satzes gelten: 

Die EcTien Ijedes Pascal'schen Sechseckes liegen auf 
einem Kegelschnitt. 

Die Seiten jedes Brianchon'schen Sechsseites berühren 
einen Kegelschnitt. 

Durch fünf aufeinanderfolgende Ecken Äj £, C, D, E eines ge- 
gebenen IPascal'schen Sechseckes ABCDEF läßt sich nämlich nur 
ein Kegelschnitt legen. Der Schnittpunkt desselben mit der vor- 
letzten Seite FF wird nach 314 mittels der vier ersten Seiten AB. 
BCj CD, DE und der Pascarschen Geraden gefunden und fällt daher 
mit der letzten Ecke F zusammen. — Eine ganz ähnliche Schluß- 
weise ist bezüglich des Brianchon'schen Sechsseites anzuwenden. 

319. Die Kegelschnitte [geben — als Erzeugnisse projektiver 
Strahlbüschel und Punktreihen aufgefaßt — die Hilfsmittel zur 
Lösung einiger Aufgaben, die sich auf projektive einförmige Grund- 
gebilde mit vereinigten Trägem, insbesondere auf involutorische 
Grundgebilde in der Ebene beziehen. Diese sollen jetzt besprochen 
werden. 

Um nach früheren Sätzen (siehe 192 u. 193) in zwei projek- 
tiven Strahlbüscheln mit demselben Scheitel zu einem Strahle 
des einen den entsprechenden des anderen zu konstruieren und ins- 
besondere die einander entsprechenden ßechtwinkelpaare zu 
finden, bedarf es der Herstellung einer Perspektiven Lage der Büschel. 
Gleiches gilt von zwei projektiven Punktreihen auf derselben 
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Geraden bezüglich der Konstruktion entsprechender Punkte und 
speziell der Gegenpunkte (siehe 189). Unter Zuhilfenahme eines 
Kegelschnittes wird die Überführung der Grundgebilde in eine neue 
Lage überflüssig. Als Hilfskegelschnitt wird man zweckmässig einen 
Kreis wählen; seine Wahl wird ohnehin da geboten sein, wo es sich 
um die Konstruktion entsprechender rechter Winkel handelt. Die 
anzugebenden Methoden lassen aber auch die Frage nach den sich 
selbst entsprechenden oder Doppelelementen beantworten, die bei 
projektiven Grundgebilden mit demselben Träger gerade durch ihre 
gegebene Lage bestimmt sind. 

330. Daß zwei auf einer Geraden p vereinigte projektive 
Punktreihen einen Doppelpunkt haben können, ist ersichtlich; denn 
man braucht ja nur eine derselben auf ff zu verschieben, bis zwei 
gegebene entsprechende Punkte sich decken. Daß ferner den beiden 
Reihen nicht drei oder mehr Doppelpunkte zukommen können, ohne 
daß sie sich Punkt für Punkt decken, folgt aus 190. Demnach sind 
nur drei Fälle möglich: Zwei projektive Punktreihen auf einer 
Geraden haben entweder keinen, oder einen oder zwei 
Doppelpunkte. Welcher dieser Fälle eintritt, wird durch die 
folgende Konstruktion 
entschieden. Werden die 
beiden Reihen von zwei 
sich entsprechenden Punk- 
ten in entgegengesetztem 
Sinne durchlaufen, so 
müssen sich diese Punkte 
auf ihrem Wege zweimal 
begegnen. Daher folgt : 
Zwei ungleichlau- 
fende projektive 
Punktreihen auf einer 
Geraden besitzen 
stets zwei Doppel- 
elemente. Von projek- 
tiven koncentrischen 
Strahlbüscheln gilt 
aus ähnlichen Gründen 
dasselbe. 

831. Zwei projektive Strahlbüschel mit demselben 
Scheitel S seien durch die sich entsprechenden Strahlen a, b, c 
und «1, b^, Cj gegeben (Fig. 212). Man lege durch S einen beliebigen 
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Hilfskreis ä, der die gegebenen Strahlen in A, B, Cresp. A^, £^, C^ 
schneiden mag. Die Büschel der Strahlen, welche von A^ nach 
den ersten drei Punkten und von A nach den letzten dreien 
gezogen sind, sind mit den gegebenen, folglich auch unter sich pro- 
jektiv und, weil der ihnen gemeinsame Strahl AA^ sich selbst ent- 
spricht, zugleich perspektiv gelegen. Man bestimme ihre Perspek- 
tivitätsachse p mittels der Punkte AB^ X A^B und AC^^ x A^C. 
Entsprechende Strahlen der Büschel A und A^ schneiden den Kreis 
k in Punkten, die mit S entsprechende Strahlen der gegebenen 
Büschel bestimmen. Schneidet daher die Achse p den Hilfskreis k 
in den Punkten U und F, so sind u = SU und v = SF die gesuchten 
Doppelstrahlen. Dieselben fallen in einen zusammen, wenn p 
den Hilfskreis k berührt; es existieren keine Doppelstrahlen, wenn 
p außerhalb k liegt. 

Um die sich entsprechenden Rechtwinkelpaare x, y und 
^\i Vi 2u finden, bestimme man in den Perspektiven Strahlbüscheln 
A und A^ die sich entsprechenden rechten Winkel (nach 193) mittels 
eines zweiten Hilfskreises k^ der durch A und A^ geht und dessen 

Centrum K^ auf der Achse 
p liegt. Die fraglichen 
rechten Winkel sind 
Z.X,J,r,und L.X,Ä\\, 
wenn X^ und Y^ die 
Schnittpunkte von \ 
und p bedeuten. Schnei- 
den ihre Schenkel den 
Kreis k resp. in X, J^und 
Xj, Ji, so sind x = ÄJ, 
y = 8Y und x^ = äJj, 
y^ = SY^ die entsprechen- 
den Rechtwinkelpaare 
der gegebenen Strahl- 
büschel. 

833. Sind zwei 
projektive Punkt- 
reihen auf derselben 
^ Geraden g durch die 
Fig. 213. sich entsprechenden 

Punkte A, B, (7 und 
^j, 5j, C^ festgelegt (Fig. 213), so wähle man einen Hilfskreis ä, 
der den gemeinsamen Träger g berührt und lege aus den gegebenen 
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Punkten an ihn die Tangenten a, b, c und Oj, b^, c^. Die Punkt- 
reihen A\ B^ C und A'^ B^, C^, welche von den drei ersten 
Tangenten auf a^ resp. von den drei letzten auf a ausgeschnitten 
werden, sind mit den gegebenen Reihen, folglich miteinander pro- 
jektiv und, da der ihnen gemeinsame Punkt Ä sich selbst entspricht, 
zugleich perspektiv; das Centrum der Perspektive wird als 
BB^ X C'C^ gefunden. Die aus entsprechenden Punkten dieser 
Perspektiven Reihen an k gelegten Tangenten schneiden auf ^ent- 
sprechende Punkte der gegebenen Reihen aus. Die Koinzidenz 
tritt ein für die beiden aus an den Kreis k gelegten Tangenten 
M.und 1?; diese schneiden also auf g die gesuchten Doppelpunkte 
aus. Dieselben fallen in einen zusammen wenn auf dem Hilfs- 
kreise k liegt, sie kommen in Wegfall, wenn im Inneren 
desselben liegt. 

Um die Gegenpunkte G^ und G^ der gegebenen Punktreihen 
zu finden, lege man an den Kreis ä die zu ^ parallele Tangente w^ 
bestimme zu ihren Schnittpunkten mit a und o^ die Perspektiven 
Punkte auf a^ und a und lege aus letzteren die Tangenten an ä, 
welche g in G^ resp. G^ treflfen. 

328. Den Punktreihen auf einer Geraden (Punktreihen erster 
Ordnung) und den Strahlbüscheln durch einen Punkt (Strahlbüschel 
erster Klasse) stellt man die Punktreihen auf einem Kegel- 
schnitt (Punktreihen zweiter Ordnung) und die Tangentenbüschel 
eines Kegelschnittes (Strahlbüschel zweiter Klasse) gegenüber. 
Für letztere beiden Arten ebener Gebilde bildet der Kegelschnitt 
den Träger. 

Zwei Punktreihen auf einem Kegelschnitt heißen pro- 
jektiv, wenn sie aus einem und folglich aus allen Punkten desselben 
durch projektive Strahlbüschel projiziert werden. Ebenso heißen 
zwei Tangentenbüschel eines Kegelschnittes projektiv, 
wenn sie auf einer und mithin auf allen Tangenten desselben 
projektive Punktreihen ausschneiden. Ferner nennt man zwei 
Punktreihen oder zwei Tangentenbüschel eines Kegelschnittes in- 
volutorisch, wenn sie mit einem beliebigen Punkte resp. auf einer 
beliebigen Tangente desselben involutorische Strahlbüschel oder 
Punktreihen bestimmen. 

834. Nach 292 ist die von einem Punkte Q beschriebene 
Punktreihe p projektiv zu dem von seiner Polare q in Bezug auf 
einen gegebenen Kegelschnitt k gleichzeitig durchlaufenen Strahl- 
büschel P. Ist nun p eine Tangente des Kegelschnittes, mithin F 
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Fig. 214. 



ihr Berührungspunkt und sind Ä, W, C, . . . Punkte der Reihe /?, 
a\ b\ c,,,, ihre Polaren, so stimmen die Schnittpunkte A,B,C,,,, 

der letzteren auf k überein mit 
den Berührungspunkten der durch 
die ersteren gezogenen Tangenten 
a,b,c, ... (Fig. 214). 

Hieraus folgt der Satz: Sind 
zwei Punktreihen auf einem 
Kegelschnitt projektiv (oder 
insbesondere involutori8ch),so 
gilt das Gleiche von den beiden 
Tangentenbüscheln, deren Be- 
rührungspunkte sie bilden. 

336. Es seien Ä und J^, B 
und j5j, C und C^. . . . Paare ent- 
sprechender Punkte in einer In- 
volution auf dem Kegelschnitte k (Fig. 215); zwei derselben genügen, 
um die Involution festzulegen (vergl.237). Die vier Punkte Ä, £^, C, C^ 
des Kegelschnittes und die ihnen involutorisch entsprechenden Punkte 

A^, Bj C^, C bestimmen mit 
if je einem fünften Punkte des 

Kegelschnittes projektive 
Strahlbüschel und dies gilt 
auch nach Vertauschung 
der Punkte des ersten und 
letzten Paares der zweiten 
Reihe. Hiernach sind die 
Büschel der von B nach 
A, B^, C, C^ und der von A 
nach j5, A^, C, C^ gezogenen 
Strahlen projektiv und, da 
der ihnen gemeinsame Strahl 
^ AB sich selbst entspricht, 
perspektiv gelegen. Die 
Schnittpunkte M = BB^ 
X AA^j C, Cj der entspre- 
'. chenden Strahlen hegen auf 
einer Geraden (Perspektivi- 
tätsachse) oder die Geraden AA^ , BB^ , CC^ gehen durch einen 
Punkt M. Es besteht also der Satz: 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in zwei 




Fig. 215. 
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involutorischen Reihen auf einem Kegelschnitt gehen 
durch einen Punkt M, den Mittelpunkt der Involution. 

336. Sind nun a, öJj, b, b^, c, c^, , , , die Tangenten des Kegel- 
schnittes k in den Punkten A, A^, ^? A> (^j 0^, . . . der vorhin be- 
trachteten Involution, so bilden sie entsprechende Strahlen zweier 
involutorischer Tangentenbüschel. Zugleich bilden die Schnittpunkte 
a X «1, ^ X ^1, c Xc^, ' - ' die Pole der Verbindungslinien AA^, BB^, 
CC\, ... in Bezug auf den Kegelschnitt. Da letztere durch einen 
Punkt M gehen, liegen erstere auf seiner Polare m; daher gilt 
der Satz: 

Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen in zwei 
involutorischen Tangentenbüscheln eines Kegelschnittes 
liegen auf einer Geraden m, der Achse der Involution. 

837. Eine Strahleninvolution am Scheitel 8 sei durch 
zwei Paare a und a^, b und b^, sich doppelt entsprechender Strahlen 
gegeben. Man konstruiere : erstens zu einem gegebenen Strahle 
c den entsprechenden c^, zweitens das Paar rechtwinkliger 
Strahlen, drittens die Doppelstrahlen der Involution. 

Die gegebenen Strahlen schneiden einen beliebig durch 8 ge- 
legten Kreis k in Punktepaaren A und A^, B und B^ einer Invo- 
lution auf demKreise (Fig. 216). 
Man findet den Mittelpunkt M 
der Involution als AA^ x BBy 
Schneidet der Strahl c den 
Kreis in (7, so trifft ihn der 
zugehörige Strahl c^ in C^, wo 
C\ den zweiten Schnittpunkt 
der Linie MC mit k bedeutet. 
Schneidet femer die Verbin- 
dungslinie von M mit dem 
Kreismittelpunkte K die Punkte 
X und X^ aus, so sind x = SX 
und x^ = ÄZj die sich ent- 
sprechenden rechtwinkligen 
Strahlen. Sind endlich U und 
V die Berührungspunkte der 
aus M an den Kreis gelegten Tangenten (oder die Schnittpunkte 
mit der Polare m von M), so bilden u=^SU und v = 8F die Doppel- 
strahlen der Involution. 

338. Eine Involution von Punkten auf einer Geraden^ 
sei durch zwei Paare AundA^, B und B^ sich doppelt entsprechender 
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Punkte gegeben. Man bestimme: erstens zu einem gegebenen 
Punkte C den entsprechenden (7j, zweitens den Mittelpunkt 
und drittens die Doppelpunkte der Involution. 

Man lege an den Träger ^ der Involution einen berührenden 
Kreis k; seine durch die gegebenen Punkte verlaufenden Tangenten 
a und Oj, b und b^ bestimmen eine Involution von Tangenten (Fig. 217). 
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Fig. 217. 

Die Achse p derselben ergiebt sich als Verbindungslinie von 
A^^axa^ mit B^^bxby Je zwei Tangenten c und c^ des Hilfs- 
kreises, die sich in einem Punkte CJ, der Achse p treffen, schneiden 
auf g entsprechende Punkte C und C^ aus. Der zu g parallelen 
Tangente m^ entspricht auf gleiche Weise die den Mittelpunkt M 
auf g bestimmende Tangente m. Endlich entsprechen die Tangenten 
11 und V in den Schnittpunkten des Kreises mit der Achse p sich 
selbst und bestimmen daher auf g die Doppelpunkte der Involution. 

839. Die Konstruktion der Doppelelemente in zwei vereinigt 
liegenden projektiven Punktreihen oder Strahlbüscheln und speziell 
in zwei involutorischen Reihen oder Büscheln dient zur Lösung 
einiger Aufgaben über Kegelschnitte, die hier besprochen werden 
sollen. 

Ein Kegelschnitt k sei durch fünf Punkte A,JB,C,I)J 
gegeben, es sollen seine Schnittpunkte mit einer gegebenen 
Geraden^ gefunden werden. Zwei den Kegelschnitt erzeugende 
projektive Strahlbüschel sind z. B. durch die von Ä und £ nach 
den Punkten C, D, E laufenden Strahlen gegeben; sie schneiden die 
Gerade g in zwei projektiven vereinigt liegenden Punktreihen 0^,1)^,^1 
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und C^, jDj, E^, deren Doppelpunkte U und F zu bestimmen sind. 
Da sich in diesen Doppelpunkten entsprechende Strahlen der er- 
zeugenden Büschel treffen, so gehören sie dem Kegelschnitte an, bilden 
also die Lösung der Auf- 
gabe. Letztere erfordert J^^ ^"""^"^'r 
es nicht, den definierten „x *''^ /T\ 
Kegelschnitt selbst zu )V^ \ ^\ /' • j^I^--'-' — ^ 
verzeichnen (Fig. 218). / X^^^-^^JS,^^^^^ 

330. Analog wird ■\^^-^^r'^T^' '" '^^r* / 
die Aufgabe behandelt: y. — ^''''^^^^^'^\\'Z'^'/^'--^^^ 
Aus einem gegebenen ^'"-^.^i^^i^i-^''^ 

Punkte S an einen 
durch fünf Tangenten ^^* 

Uy b, c, d, e bestimmten Kegelschnitt die Tangenten zu 
ziehen. Die Schnittpunkte zweier der gegebenen Tangenten, z. B, 
a und bj mit den drei übrigen, c, d, e, bilden die erzeugenden 
Punktreihen und bestimmen mit S als Scheitel zwei vereinigte pro- 
jektive Strahlbüschel, deren Doppelstrahlen u und v die gesuchten 
Tangenten sind. Hier wie dort können sich je nach der Lage von 
g oder 8 gegen den Kegelschnitt zwei getrennte, zwei vereinte oder 
keine Doppelelemente als Lösung ergeben. 

331. Die Schnittpunkte der gegebenen Geraden ^ mit dem 
Kegelschnitte xiBCLE lassen sich auch als Doppelpunkte der auf 
g bestimmten Livolution harmonischer Pole konstruieren und ebenso 
die aus dem gegebenen Punkte S an den Kegelschnitt abcde ge- 
zogenen Tangenten als Doppelstrahlen der Involution harmonischer 
Polaren am Scheitel 8, Die erste der gedachten Konstruktionen 
beruht auf der Bestimmung der Polare eines gegebenen Punktes 
in Bezug auf den Kegelschnitt ABCDE, welche im Folgenden an- 
gegebnen werden soll. Sind nämlich P und Q irgend zwei Punkte 
auf g, so schneiden ihre Polaren p und q auf ff die harmonischen 
Pole Pj und Q^ aus, die in Verbindung mit den angenommenen 
Punkten P und Q die zu benutzende Involution bestimmen. Die 
zweite Konstruktion führt auf die Bestimmung des Poles einer ge- 
gebenen Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt abcde zurück. 
Zieht man nämlich durch den Punkt 8 zwei Strahlen p und q und 
bestimmt ihre Pole P und Q, so bestimmen die Verbindungslinien 
Pi = PS und q^ = Q8 mit p und q die Strahleninvolution, deren 
Doppelstrahlen zu suchen sind. 

332. Die Polare eines Punktes P in Bezug auf einen 
durch fünf Punkte ABCDE gegebenen Kegelschnitt k wird 
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konstruiert, indem man P mit zweien der Punkte, etwa A und E. 
verbindet und auf den erhaltenen Strahlen die zweiten Schnitt- 
punkte F und G mit k aufsucht, letzteres geschieht mit Hilfe 




Fig. 219. 

des Pascarschen Satzes (vergl. 314). Betrachtet man Ä und /, 
S und G als zwei Gegeneckenpaare eines vollständigen Vierseits. 
so bildet die Verbindungslinie seiner beiden letzten Gegenecken 
Q und JR die Polare p des Punktes P (Fig. 219). 

838. Analog konstruiert man den Pol einer Geraden p in Be- 
zug auf einen durch 
fünf Tangenten 
abcde bestimmten 
Kegelschnitt Ä. Man 
schneide nänüicLj^ mit 
zweien der Tangenten, 
etwa a und e, bestimme 
mittels des Brianchon- 
sehen Satzes (vergl. 316) 
die fehlenden beiden 
Tangenten f und g aus 
den Schnittpunkten und 
wähle a und /) e und ^ 
als zwei Gegenseitenpaare eines vollständigen Vierecks. Das letzte 
Gegenseitenpaar q und r bestimmt als Schnittpunkt den gesuchten 
Pol P von p. (Fig. 220). 
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334. Wenn man (nach 331) zu einem in gegebener Richtung 
unendlich fern liegenden Punkte P die Polare p in Bezug auf den 
Kegelschnitt ABCDE konstruiert, so bildet p einen Durchmesser 
desselben. Ist ferner F^ der unendlich ferne Punkt des Durch- 
messers p und Pj seine Polare, so bestimmen p und jo^ den Mittel- 
punkt M des Kegelschnittes und bilden konjugierte Durch- 
messer. Zwei Paare konjugierter Durchmesser p und jo^, q und q,^ 
bestimmen am Scheitel M eine Involution, deren Rechtwinkelstrahlen 
x,y die Achsen und deren Doppelstrahlen u,v die Asymptoten 
des Kegelschnittes ergeben (vergl. 298). Hiemach können die ge- 
genannten Elemente aus 
fünf gegebenen Punkten 
eines Kegelschnittes kon- 
struiert werden, ohne daß -^ 
dieser selbst vorher ver- 
zeichnet werden müßte. 

Die erforderlichen zwei 
Paare konjugierter Durch- 
messer werden am einfach- 
sten folgendermaßen ge- 
funden. Man konstruiere, ^^* 
ausgehend von den fünf gegebenen Punkten Ä, B, C, B, E den zweiten 
Endpunkt i^ der Kegelschnittsehne ÄF\\BC und ebenso den End- 
punkt G der Sehne BG\\ÄE, (Diese Konstruktion, bei der man 
sich des PascaPschen Satzes bedienen kann, ist in Fig. 221 als 





Fig. 222. 

bereits vollzogen angenommen). Von den Gegenseitenschnittpunkten 
der vervollständigten Vierecke ÄBCF und ABGE liegen jedesmal 
zwei im Endlichen, einer unendlich fern. Die Verbindungslinien 
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der beiden erreichbaren Gegenseitenschnittpunkte bilden zwei Durch- 
messer p und q und bestimmen den Mittelpunkt M des Kegel- 
schnittes; die konjugierten Durchmesser /^^ undy^ haben die Richtung 
der parallelen Vierecksseiten (vergl. 300). 

S85« Ist der Kegelschnitt durch fünf Tangenten a, b, c, d, e 
gegeben, so findet man ein Paar konjugierter Durchmesser p und p^ 
und damit den Mittelpunkt M in folgender Weise. Man konstruiere 
mittels des Brianchon'schen Satzes zu zweien der. gegebenen Tangen- 
ten die Paralleltangenten des Kegelschnittes, etwa f\\a,g\\e (Fig. 222). 
Die Diagonalen des entstehenden, dem Kegelschnitt umgeschriebenen 
Parallelogramms afge bilden ein Paar konjugierter Durchmesser 
p und p^ (vergl. 800). Aus zwei solchen Paaren können wiederum 
die Achsen des Kegelschnittes und — falls eine Hyperbel vorliegt 
— die Asymptoten abgeleitet werden. 

386. Um auf einer gegebenen Geraden^ die Involution 
harmonischer Pole des Kegelschnittes ÄBCBE zu konstruieren, 
hat man zu zwei beliebigen Punkten P und Q auf g die Polaren 

p und q nach 332 
*^ - Afr^ zu suchen. Diese 

schneiden g in den 
konjugierten Polen 
Pj und Q^ zu P und 
Q und bestimmen 
andererseits als 
Schnittpunkt S den 
Pol von g. Die 
Doppelstrahlen u 
und V der Involu- 
tion harmoni- 
scher Polaren, 
die durch die Paare 
SP^p,, SP,=p 
\md SQ==q^,SQ^=q 
bestimmt ist, sind 
die Tangenten 
desKegelschnit- 
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Fig. 223. 

tes in seinen Schnittpunkten TJ und V mit der Geraden 
g (Fig. 223). Zur Vereinfachung der Konstruktion wählt man etwa 
P auf dem Strahle CB und Q auf CS. 

Analog kann man verfahren, um die Involution harmoni- 
scher Polaren des Kegelschnittes abcde an einem gegebenen 
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Scheitel S zu konstruieren. Man erhält zugleich auf der Polare 
p von S die Involution der konjugierten Pole. Die Doppelelemente 
bilden die Tangenten des Kegelschnittes aus dem Punkte S resp. 
die Schnittpunkte mit der Geraden g. 

337. Um zu entscheiden, welcher Art von Kegelschnitten das 
Erzeugnis zweier gegebener projektiver Strahlbüschel angehört, 
beachte man, daß ein unendlich ferner Punkt des Kegelschnittes 
nur erhalten wird, wenn zwei entsprechende Strahlen der Büschel 
einander parallel liegen. Verschiebt man den einen Strahlbüschel 
sich selbst parallel, bis sich sein Scheitel mit dem des anderen 
deckt, so kommen auch die sich entsprechenden Parallelstrahlen 
zur Deckung. Daher folgt: Zwei projektive Strahlbüschel 
in schiefer Lage erzeugen eine Hyperbel, Parabel oder 
Ellipse, je nachdem sie durch Parallelverschiebung an 
einem Scheitel vereinigt zwei getrennte, zwei vereinte 
oder keine Doppelstrahlen bestimmen. Die Anwendung dieses 
Kriteriums ist nur bei gleichlaufenden Büscheln erforderlich; zwei 
ungleichlaufende Büschel erzeugen offenbar stets eine Hyperbel. 

338. Zwei projektive Punktreihen erzeugen eine Parabel, wenn 
sich ihre unendlich fernen Punkte entsprechen, oder wenn sie ähnlich 
sind, denn alsdann ist die unendlich ferne Gerade als Verbindungslinie 
entsprechender Punkte eine Tangente des entstehenden Kegelschnittes. 





Fig. 224. 

Zur Bestimmung eines Kegelschnittes seien zwei (nicht ähnliche) 
Punktreihen ff und h gegeben. Ihre unendlich fernen Punkte seien 
F und ?7j ; man konstruiere die Gegenpunkte U und F^ , sowie die 
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dem Schnittpunkte [G^ = B) der Träger entsprechenden Berührungs- 
punkte G und H-^ und ziehe durch sie die Parallelen K und g\ 
K' und g" resp. zu h und g. (Fig. 224 und 225). Der unendlich 
ferne Punkt jeder Reihe ist ein äußerer Punkt des Kegelschnittes 
(siehe 288), denn durch V gehen die Tangenten g und g\ durch 
TJ^ die Tangenten h und K. Die unendlich ferne Gerade liegt 
außerhalb des von den parallelen Tangenten gebildeten Streifens. 
Da nun in einem Büschel, dessen Scheitel außerhalb des Kegel- 
schnittes liegt^ die schneidenden Geraden von den nicht schneidenden 
durch die beiden in ihm enthaltenen Tangenten getrennt werden, 
so schneidet die unendlich ferne Gerade die Kurve nicht, wenn die 
Sekante g" zwischen g und g' (oder h" zwischen h und ä') liegt und 
schneidet sie im entgegengesetzten Falle. Daher folgt: 

Zwei projektive Punktreihen in schiefer Lage erzeugen 
eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem in einer der Reihen 
der Berührungspunkt zwischen ihrem Gegenpunkt und 
ihrem Schnittpunkt mit der anderen Reihe liegt oder nicht. 
Eine Parabel entsteht, wenn der Gegenpunkt unendlich 
fern liegt. 



Gesetz der Dualität. Reciprokalfiguren in Bezug auf einen Kegel- 
sclinitt. Aufgaben zweiten Grades. Imaginäre Lösungen. 

339. In den vor9,usgehenden Entwickelungen weist die öfters 
bemerkbare paarweise Gegenüberstellung von ' Sätzen auf ein all- 
gemeines geometrisches Gesetz hin, welches die ebenen sowohl wie 
die räumlichen Figuren beherrscht: das Gesetz der Dualität 
Seine Bedeutung besteht darin, daß aus jedem synthetisch-geometri- 
schen Satze sofort ein anderer abgeleitet werden kann, indem man 
gewisse sich entsprechende Begriffe durcheinander ersetzt. Es nimmt 
zwei verschiedene Formen an, je nachdem man Figuren in der 
Ebene oder im Baume betrachtet. 

340. In der Ebene bilden der Punkt und die Gerade 
die sich dual entgegenstehenden Begriffe, weil beide für die 
Zusammensetzung der ebenen Gebilde als Elemente betrachtet werden 
können und weil die hierbei allein zur Geltung kommenden Grund- 
gesetze: 

Zwei Punkte bestimmen Zwei Gerade bestimmen 

eine Gerade; einen Punkt; 

durch die Vertauschung beider Begriffe auseinander hervorgehen. 
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Demnach entsprechen allen Punkten einer Geraden (einer Punkt- 
reihe) alle Geraden durch einen Punkt (ein Strahlbüschel), einem 
vollständigen ebenen Viereck mit seinen sechs Seiten ein vollständiges 
ebenes Vierseit mit seinen sechs Ecken, einem durch die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen zweier projektiver Büschel erzeugten 
Kegelschnitt, ein von den Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier projektiver Reihen umhüllter Kegelschnitt, einem Pascal'schen 
Sechseck ein Brianchon'sches Sechsseit, u. s. f. 

341. Im Räume bilden der Punkt und die Ebene dual 
entgegengesetzte Begriffe, die gerade Linie entspricht der 
geraden Linie. Li der That lassen die für die Zusammensetzung 
der Raumgebilde aus diesen Elementen geltenden Grundgesetze die 
Vertauschung der als dual bezeichneten Begriffe zu. Es sind diese : 

Zwei Punkte bestimmen Zwei Ebenen bestimmen 

eine Gerade; eine Gerade; 

Drei Punkte bestimmen Drei Ebenen bestimmen 

eine Ebene, wenn sie nicht einen Punkt, wenn sie nicht 

auf einer Geraden liegen; durch eine Gerade gehen. 

Einfache Beispiele dualer Sätze sind die folgenden: 

Beliebig viele Geraden liegen Beliebig viele Gerade gehen 

in einer Ebene, wenn je zwei durch einen Punkt, wenn je zwei 

einen, aber nicht alle denselben eine, aber nicht alle dieselbe 

Punkt gemein haben; Verbindungsebene haben. 

Eine gemeinsame Sekante Eine gemeinsame Sekante 
dreier windschiefer Geraden ist dreier windschiefer Geraden ist 
die Schnittlinie der Verbindungs- die Verbindungslinie der Schnitt- 
ebenen zweier der Geraden mit punkte zweier der Geraden mit 
einem Punkte der dritten. einer Ebene durch die dritte. 

343. Dem Gesetze der Dualität sind nur die Eigenschaften 
der Figuren unterworfen, welche reine Lagebeziehungen ihrer 
Elemente ausdrücken und f(tlglich durch Projektion nicht zerstört 
werden (projektive Eigenschaften). Die an den Figuren stattfindenden 
metrischen Relationen unterliegen jenem Gesetze nicht, weil sie 
Begriffe enthalten, für die wir dual entgegengesetzte nicht haben, 
nämlich den Begriff der Strecke und den des Winkels. Beispiels- 
weise entspricht zwar der Konstruktion der Doppelstrahlen zweier 
involutorischen Büschel (327) durch Dualität die Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier involutorischen Reihen (328), aber diese Korre- 
spondenz erstreckt sich nicht auf die Bestimmung des Rechtwinkel- 
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paares der Strahleninvolution und die des Mittelpunktes derjPunkt- 
involution. 

343. Duale Figuren einer Ebene können im Besonderen, die 
eine aus der anderen, nach einem bestimmten Gesetze entstanden 
gedacht werden; man bezeichnet es als das Gesetz der ßeci- 
procität in Bezug auf einen Kegelschnitt und nennt letzteren 
die Direktrix (den Leitkegelschnitt) der Reciprocität. Denkt 
man sich nämlich zu allen Punkten und Geraden einer ebenen 
Figur gj die Polaren und Pole in Bezug auf einen gegebenen Leit- 
kegelschnitt k konstruiert, so bilden diese eine duale Figur §2? ^^n 
der man rückwärts auf die gleiche Art wieder zur Ausgangsfigur 
gj gelangt, g^ und gg heißen polarverwandte oder Reciprokal- 
figuren in Bezug auf die Direktrix ä. Jeder Punktreihe dereinen 
Figur entspricht ein mit ihr projektiver Strahlbüschel und um- 
gekehrt (293); projektiven und speziell involutorischen Keihen der 
einen Figur entsprechen projektive, bezw. involutorische Büschel 
der anderen, u. s. f. 

344. Als Beispiel führen wir an, daß man die drei Eegel- 
schnittgattungen als Reciprokalfiguren eines Kreises k^ in Bezug 
auf einen anderen Kreis k als Direktrix erhält. Indem man sich \ 
durch zwei projektive (kongruente) Strahlbüschel erzeugt denkt, er- 
giebt sich für die Reciprokalfigur eine Erzeugung durch zwei pro- 
jektive Punktreihen; 
sie ist daher jeden- 
falls ein Kegelschnitt. 
Es entspricht aber dem 
Centrum M des Leit- 
kreises k die unend- 
lich ferne Gerade 

seiner Ebene als Po- 
lare , den Tangenten 

des Ejreises h^ aus 
dem Centrum M ent- 
sprechen die Schnitt- 
punkte des reciproken 
Kegelschnittes k^ mit 
der unendlich fernen 
Geraden und den Be- 
rührungspunkten A und B auf k^ die Asymptoten a und h von K^> 
femer den gemeinsamen Tangenten der Kreise k^ und k ihre Be- 
rührungspunkte auf k als Schnittpunkte von k und k^ (Fig. 226). 




Fig. 226. 
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Man folgert hieraus, daß die Reciprokalkurve eine Hyperbel, Parabel 
oder Ellipse wird, je nachdem das Centrum M des Leitkreises k 
außerhalb, auf oder innerhalb der Peripherie des gegebenen Kreises 
k^ liegt. 

846. Eine Konstruktion, die nur gerade Linien benutzt, 
heißt linear; ihr Resultat ist unzweideutig bestimmt. Bei allen 
Aufgaben, die nur eine bestimmte Lösung zulassen, darf man um- 
gekehrt stets eine lineare Konstruktion erwarten; sie heißen Auf- 
gaben ersten Grades. Probleme dagegen, zu deren Lösung ein 
Kegelschnitt erforderlich ist, besitzen im allgemeinen zwei Lösungen 
und heißen Aufgaben zweiten Grades, zu ihrer Konstruktion be- 
dient man sich in der Regel eines Kreises. Da die Gerade und 
der Kreis die einzigen Gebilde sind, die sich unmittelbar zeichnen 
lassen, so ist Mar, daß man jede kompliziertere Aufgabe auf solche 
vom ersten und zweiten Grade zurückzuführen suchen muß. Wir 
haben uns hier nur mit den letzteren zu beschäftigen. 

846. Für alle Probleme zweiten Grades bilden die fol- 
genden zwei die Grundlage: 

die Schnittpunkte eines die Tangenten an einen 

Kegelschnittes (Kreises) mit Kegelschnitt (Kreis) aus 

einer gegebenen Geraden zu einem gegebenen Punkte zu 

bestimmen; bestimmen; 

sie stehen einander dual gegenüber und lassen sich unter einem ge- 
meinsamen Gesichtspunkte betrachten. Ihre Lösungen bilden näm- 
lich bezw. 

die Doppelpunkte der In- die Doppelstrahlen der In- 
volution, welche der Kegel- volution, welche der Kegel- 
schnitt auf der gegebenen schnitt an dem gegebenen 
Geraden bestimmt; Punkte bestimmt. 

Die Fundamentalaufgabe lautet daher in allgemeinster Fassung so: 
Gegeben sind zwei projektive einförmige Grundgebilde 
mit demselben Träger; man soll ihre Doppelelemente kon- 
struieren. 

347. Denkt man sich die gegebenen Gebilde nach analytischer 
Methode durch Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte 
oder Geraden dargestellt, so wird jedes geometrische Problem ab- 
hängig von der Auflösung gewisser Gleichungen. Die uns vor- 
liegenden Aufgaben zweiten Grades im Besonderen führen auf 
algebraische Gleichungen zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. 
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Die drei möglichen Fälle, daß die betreffende Gleichung .aweiten 
Grades zwei reelle verschiedene, zwei reelle gleiche oder zwei kon- 
jugiert imaginäre Wurzeln hat, entsprechen genau denen, wo sich 
auf konstruktivem Wege zwei getrennte, vereinte oder keine die 
Aufgabe befriedigenden Elemente finden lassen. Die nicht kon- 
struierbaren, sondern nur analytisch definierten Lösungen werden 
aus Zweckmäßigkeitsgrtinden auch in der synthetischen Geometrie 
mitgezählt als imaginäre geometrische Elemente. 

Indem wir es als selbstverständlich ansehen, daß die beiden 
Lösungen einer Aufgabe zweiten Grades reell oder konjugiert imaginär 
sein, bezw. durch Koincidenz eine besondere reelle Lösung bestimmen 
können, wird es überflüssig, dies bei den einzelnen Sätzen aus- 
drücklich hervorzuheben. Wir sagen also z. B.: 

Je zwei projektive einförmige Grundgebilde mit einerlei 
Träger bestimmen zwei Doppelelemente. 

Auf jeder Geraden der Durch jeden Punkt der 
Ebene liegen zwei Punkte Ebene gehen zwei Tangen- 
eines gegebenen Kegel- ten eines gegebenen Kegel- 
schnittes, Schnittes. 

348. Konstruktiv sind nur reelle geometrische Elemente ver- 
wendbar; wenn trotzdem von einer Konstruktion aus imaginären 
Elementen gesprochen wird, so ist dies nur eine abgekürzte Aus- 
drucksweise. Man sieht dann nur reelle Elemente als gegeben an, 
die durch ihre Beziehung zu einander die imaginären ersetzen. 

Zwei konjugiert imaginäre Zwei konjugiert imaginäre 
Punkte werden durch hin- Strahlen werden durch hin- 
reichend viele reelle Punkte- reichend viele reelle Strah- 
paare gegeben, die auf der lenpaare gegeben, die andern 
reellen Verbindungslinie reellen Schnittpunkt zwei 
zwei projektive (involuto- projektive (involutorische) 
rische) Punktreihen mit den Strahlbüschel mit den ge- 
gedachten Punkten als Dop- dachten Strahlen als Doppel- 
pelelementen bestimmen. elementen bestimmen. 

Die hierauf sich gründende Ausdrucksweise bietet außer ihrer 
Kürze den weiteren Vorteil, daß der Zusammenhang gewisser Sätze 
untereinander deutlicher erkennbar wird. Die Vergleichung der 
nachfolgenden Sätze und ihrer dualen mit den in 306 und 308 ge- 
gebenen liefert Beispiele hierfür. 

349. Ein Kegelschnitt ist konstruierbar aus drei reellen 
Punkten J, B, C und zwei konjugiert imaginären (d. h. der 
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gleichlaufenden Involution seiner harmonischen Pole D^, D^ 
und U^, E^ auf einer Geraden g). 

Man bestimme einen Punkt 8 der Ebene so, daß die durch 
die Paare -Dj, D^ und E^, E^ auf der Geraden^ gegebene Involution 
Larmonischer Pole aus 8 durch eine Involution rechter Winkel 
projiziert wird. Dies geschieht mit Hilfe zweier Kreise, die über 
den Durchmessern D^I>2, ^^^ \^% geschlagen werden (Fig. 227). 
Schneidet man ferner 
die Strahlen AB und 
AC mit g in B^ resp. 
C^ und sind B^ resp. 
C^ die harmonischen 
Pole dieser Punkte, so 
bestimmen die Strah- 
len B^B und C^C den 
zweiten Schnittpunkt y> 
A' der durch A gehen- 
den harmonischen Po- 
lare hzMg (vergl. 292). 
Die Verbindungslinien 
irgend zweier harmo- 
nischer Pole (i>i und Fig. 227. 
jOg, E^ und E^^ . . .) mit A und Ä (oder mit Ä und A) ergeben neue 
Punkte {B und B^, E und E% . . .) des gesuchten Kegelschnittes. 
Die Punkte A, B, C,B,E, ... bilden mit Ä,B, C\B\W . . . eine 
Involution auf dem Kegelschnitt, deren Achse g und deren Mittel- 
punkt ihr Pol G ist (325, 326). 

Das Prinzip der Dualität ergiebt unmittelbar die Lösung des 
Problems: Aus drei reellen Tangenten a, ^, c und zwei kon- 
jugiert imaginären (d. h. der gleichlaufenden Involution 
seiner harmonischen Polaren an einem gegebenen Scheitel 
S) einen Kegelschnitt zu konstruieren. 

350. Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch einen reellen 
und zwei Paare konjugiert imaginärer Punkte (die durch 
die gleichlaufenden Involutionen harmonischer Pole auf 
zwei Geraden g und h vertreten werden). 

In jeder der Geraden g und h müssen zwei Paare harmonischer 
Pole gegeben sein. Es seien B^ und B^ auf g^ G^ und G^ auf h 
harmonische Pole; wir nehmen ferner an, daß zu dem Schnittpunkte 
Pz=:gxh der harmonische Pol Q^ auf g und R^ auf ä bekannt sei. 
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Dann ist p = Q^E^ die Polare von P (Fig. 228). Können die Schnitt- 
punkte Q und B von p mit dem Kegelschnitte angegeben werden, so 
ist unser jetziges Problem auf das vorige zurückgeführt. Ist nun J der 
gegebene reelle Punkt des Kegelschnittes , so schneiden die Strahlen 

AQ = q und AB = r 
h sowohl auf g als am' 

h harmonische Pob 
aus; q und r ent- 
sprechen daher ein- 
ander gleichzeitig in 
zwei Strahleninvclu- 
tionen an demselben 
Scheitel A^ von denen 
die eine die auf ^ge- 
gebene Involution, die 
andere die Involu- 
tion auf A projiziert. 
Man konstruiert diese 
Strahlen p und q mit 
Hilfe irgend eines 
Kreises durch A^ auf 
welchem die genannten 
Strahleninvolutionen 
zwei Punktinvolutio- 
nen bestimmen; die Verbindungslinie der Mittelpunkte der letzteren 
(325) schneidet den Kreis in den nämlichen Punkten wie p und j. 
Durch das Dualitätsprinzip ergiebt sich hieraus der Satz: 
Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch eine reelle und 
zwei Paare konjugiert imaginärer Tangenten (die durch die 
gleichlaufenden Involutionen harmonischer Polaren an zwei 
Scheiteln S und T vertreten werden). 

351. Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch einen reellen 
Punkt A und zwei konjugiert imaginäre Punkte mit den 
zugehörigen konjugiert imaginären Tangenten. Zur Be- 
stimmung der imaginären Elemente denke man sich eine reelle 
Gerade g und ihren Pol G gegeben und überdies entweder die gleich- 
laufende Involution der harmonischen Pole des Kegelschnittes auf 
g oder die seiner Polaren am Scheitel G, Von diesen Involutionen 
bestimmt nämlich eine die andere, weil sie perspektiv sind. 

Ist & der Schnittpunkt der Geraden AG mit y (Fig 229), so 
wird deren zweiter Schnittpunkt Ä als der zu A in Bezug auf (t 
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und G' harmonisch liegende leicht gefunden. Sind femer B^ und 
J?2> ^1 iiiid C/g, . . . Punktepaare der Involution auf y, so sind 




Fig. 229. 

B=äB^XÄ'B^, B'^äB^XÄB^, C==AC^XÄ'C^, C = äC^XÄ'C^,... 
neue Punkte des gesuchten Kegelschnittes. 

352. Wenn eine Strahleninvolution zwei Paare rechtwinkliger 
Strahlen enthält, so ist sie eine Involution rechter Winkel. Denn 
schneidet man mit den gegebenen Strahlen auf einem durch den 
Scheitel gelegten Hilfskreise Paare einer Punktinvolution aus, so 
ergiebt sich als Mittelpunkt der letzteren der Kreismittelpunkt (und 
als Achse die unendlich ferne Gerade). Jeder Durchmesser bestimmt 
ein neues Punktepaar auf dem Kreise und das zugehörige Strahlen- 
paar schließt wieder einen rechten Winkel ein. 

Betrachtet man irgend zwei ßechtwinkelinvolutionen in derselben 
Ebene, so liegt tu jedem Strahlenpaare der einen ein Strahlenpaar 
der anderen parallel, oder beide bestimmen auf der unendlich fernen 
Geraden dieselbe gleichlaufende Punktinvolution. Die imaginären 
Doppelstrahlen zweier ßechtwinkelinvolutionen sind daher parallel, sie 
gehen durch dieselben beiden imaginären Punkte der unendlich fernen 
Geraden, die Doppelpunkte der gedachten Punktinvolution. Man 
bezeichnet diese als die imaginären Kreispunkte der Ebene und 
zwar deshalb, weil sie auf allen Kreisen der Ebene liegen. In der 
That bilden alle rechten Winkel mit einerlei Scheitel die Involution 
der konjugierten Durchmesser für jeden um den Scheitel als Centrum 
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beschriebenen Kreis und die imaginären Doppelstrahlen sind die 
Asymptoten der Kreise oder die Tangenten in ihren unendlich femeß 
Punkten. 

353. Wenn man beachtet, daß alle Kreise einer Ebene durcli 
die imaginären Kreispunkte derselben gehen, so erscheinen die beiden 
nachfolgenden Sätze als Spezialfälle des Satzes in 306. 

Drei reelle Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, 
oder ein reeller Punkt und zwei konjugiert imaginäre be- 
stimmen einen Kreis. Wir geben für den zweiten Fall noch die 
Konstruktion des Kreises an. Es sei Ä der gegebene reelle Punkt. 
£^ und ^2 > ^1- ^^<i ^2 P^^re harmonischer Pole des Kreises auf 
der reellen Geraden ff. Zieht man durch den Schnittpunkt S der 
über den Durchmessern -S1-B2 ^^^ ^1^2 geschlagenen Kreise die 
Senkrechte zu ff, so bestimmt sie den Mittelpunkt Jff der Involution 
auf ff und bildet als Polare des unendlich fernen Punktes von 9 

einen Durchmesser des ge- 
suchten Kreises. Es kommt 
also nur darauf an, die End- 
punkte J) und JE dieses Durch- 
messers zu finden. Projiziert 
man die Punktepaare B^ und 
£^ , C^ und C^ aus A auf einen 
durch Ä gelegten Hilfskreis l 
so ergiebt sich eine Involution 
auf dem Kreise, deren Mittel- 
punkt N sei. Eine zweite In- 
volution auf dem Hilfskreise 
wird durch die rechten Winkel 
am Scheitel A bestimmt; ihr 
Mittelpunkt ist mit dem Kreis- 
centrum K identisch. Das 
beiden gemeinsame Punkte- 
paar X und Y bildet die Endpunkte des Durchmessers XN und 
wird aus A in die gesuchten Punkte J) und JE auf SJlf projiziert 
(vergl. 350). 

354. Es seien zwei Involutionen von Punkten (oder Tangenten) 
eines Kegelschnittes k gegeben. Sind Jff und ÜT ihre Mittelpunkte 
(325), m imd m deren Polaren, also die Achsen der Involutionen, 
so bestimmt m auf k die Doppelpunkte der einen, m' die der anderen 
Involution und die Gerade JOf das beiden gemeinsame Punkt«- 
paar. Letzteres wird imaginär, wenn die Gerade JlfJ^ den Kegel- 
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schnitt nicht schneidet, also wenn ihr Pol m x m' ein innerer Punkt 
ist. In diesem Falle aber hat jede der Involutionen ein reelles 
Doppelpunktepaar und die Punkte des einen trennen die des anderen. 
Dieses Ergebnis überträgt sich auf Paare von Punktinvolutionen auf 
einer Geraden oder von Strahleninvolutionen an einem Scheitel, 
denn um an ihnen die entsprechenden Konstruktionen auszuführen 
muß man, wie oben gezeigt wurde, zu Involutionen auf einem Hilfs- 
kegelschnitte übergehen. Daher gilt allgemein der Satz: 

Zwei Involutionen auf demselben Träger haben ein 
Elementenpaar gemeinsam, welches reell ist, sobald nicht 
beide Involutionen reelle Doppelelemente haben, die ein- 
ander wechselseitig trennen; in letzterem Falle ist das ge- 
meinsame Paar imaginär. Im Besonderen können die beiden 
Involutionen ein Doppelelement gemein haben. Das ge- 
meinsame Paar liegt zu den Doppelelementen beider In- 
volutionen harmonisch. 

Perspektive Kegelschnitte. Gemeinsame Elemente zweier Kegel- 
schnitte. Büschel und Scharen von Kegelschnitten. 

856. Liegen zwei Kegelschnitte einer Ebene k und k^ 
perspektiv, so bestimmen beide an dem Centrum der 
Perspektive dieselbe Involution harmonischer Polaren und 
auf ihrer Achse a dieselbe Involution harmonischer Pole. 
Denn bei der gedachten CentralkoUineation entsprechen die Strahlen 
durch und die Punkte auf a sich selbst und zugleich gehen har- 
monische Polaren oder Pole des Originalkegelschnittes in harmonische 
Polaren oder Pole seines Bildes über. 

856. Umgekehrt gelten für zwei gegebene Kegelschnitte einer 
Ebene die folgenden dualen Sätze: 

Bestimmen zwei Kegel- Bestimmen zwei Kegel- 
schnitte k und Äj an einem schnitte k und k^ auf einer 
Scheitel dieselbe Involu- Geraden a dieselbe Involu- 
tion harmonischer Polaren, tion harmonischer Pole, ist 
ist ferner eine, und folglich ferner ein, und folglich jeder 
jede durch gezogene Se- äußere Punkt von k auf a 
kante von k gleichzeitig Se- gleichzeitig äußerer Punkt 
kante von ä^, so bildet das von ä^, so bildet a die Achse 
Centrum zweier Projek- zweier Projektionen mit den 
tionen mit den Achsen« und Centren und 0', die k in k^ 
ö', die k in \ überführen. überführen. 



236 



Die Kegelschnitte als Kr eisproj Juanen. 



857, Es seien o und o^ die Polaren des Punktes bezüglich 
k und Äj und J!f ihr Schnittpunkt. In der beiden Kegelschnitten 
gemeinsamen Involution harmonischer Polaren am Scheitel ent- 
spricht dem Strahle OM ein Strahl m, der für beide Kurven die 
Polare des Punktes M bildet. Sind P, F, P^ , P/ die Schnittpunkte 
eines durch gezogenen Strahles (in Fig. 231 ist der Einfachheit 




Fig. 231. 

wegen m als solcher gewählt) mit k und k^ , so kann entweder P 
oder P' dem Punkte P^ entsprechen. Liegen femer auf o und o^ 
die Punkte Q und Q^ mit in gerader Linie, so müssen diese 
einander und endlich der Punkt M sich selbst entsprechen. Ist 
E == PQ X P^Qi, E = FqxP^Q^j so ergeben sich zwei Central- 
projektionen mit dem Centrum und den Achsen a = MR und 
d = MR% je nachdem man die Punkte M, P, Q oder M^ F, Q den 
Punkten M, P^, Q^ entsprechen läßt. Bei jeder dieser Kollineationen 
geht ein reeller Punkt (P oder P') von k in einen Punkt von k^ 
über, fernen gehen die gemeinsamen (reellen oder imaginären) 
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Tangenten aus dem Centrum (als Doppelelemente der gemein- 
samen Polareninvolution) in sich über und endlich entsprechen sich 
deren auf o und o^ gelegene Berührungspunkte ^und T^, J/'und U^, 
Da die Elemente P (oder P'), t, u, T, U den Kegelschnitt A, die 
ihnen entsprechenden P^ , t^ w, T^ , U^ den Kegelschnitt k^ vollständig 
bestimmen, so geht der eine aus dem anderen durch jede der beiden 
Kollineationen hervor. — Hierdurch ist der erste Teil des obigen 
Doppelsatzes bewiesen; der Beweis des zweiten Teiles ergiebt sich 
aus dem Prinzip der Dualität. 

358. Sind S und Q' (Fig. 231) die Schnittpunkte von o mit 
den Strahlen m und RR, so ist 08PF eine harmonische Eeihe und 
ebenso Q^QfBJR^, weil sie mit der vorigen aus dem Centrum Q per- 
spektiv liegt. Hieraus folgt, daß a und a zu o und o^ harmonisch 
liegen. Umgekehrt ergeben sich zur Achse a zwei KoUineations- 
centra O und (7 auf m, welche die Pole Ä und Ä^ von a in Bezug 
auf beide Kegelschnitte harmonisch trennen. Von den beiden zum 
Centrum (7 gehörigen, in M sich schneidenden KoUineationsachsen 
ist eine mit a identisch; daß die andere mit a' zusammenfallt er- 
kennt man folgendermaßen. Jede KoUineationsachse trägt zwei 
(reelle oder imaginäre) Schnittpunkte von k und k^. Sollen drei 
solche Achsen durch einen reellen Punkt M gehen, so müßte dieser 
ein Schnittpunkt von k und k^ sein und auf jeder der drei Achsen 
noch ein weiterer reeller Schnittpunkt liegen. Da aber dem Punkte 
M in Bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Polare m zukommt, 
so müßten diese im gemeinsamen Punkte M zugleich dieselbe Tangente 
m besitzen, d. h. k und k^ würden zusammenfallen. 

369. Aus der Verbindung der Sätze in 256 folgt hiemach: 

Jedes der beiden Centren und (/ kann mit jeder der 
beiden Achsen a und d kombiniert werden, so daß sich 
vier Kollineationen ergeben, die k in k^ überführen. Die 
Achsen a und a liegen harmonisch zu den Polaren von 
und zu denen von (7, die Centren und (/ liegen harmo- 
nisch zu den Polen von a und zu denen von a' in Bezug 
auf beide Kegelschnitte. Der Achsenschnittpunkt M und 
die Verbindungslinie m der Centren entsprechen sich als 
Pol und Polare in Bezug auf beide Kegelschnitte zugleich. 

Die Centra und (/ bilden zwei Gegenecken eines beiden Kegel- 
schnitten gemeinsam umschriebenen Vierseits tuifu, dessen Seiten 
reell oder imaginär sein können. Ebenso bilden die Achsen a und 
a zwei Gegenseiten eines beiden Kegelschnitten gemeinsam einge- 
schriebenen Vierecks. 
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860. Vier Punkte einer Ebene bestimmen mit jedem beliebigen 
fünften Punkte einen Kegelschnitt. Man sagt daher: 

Durch vierGrundpunkte^,^,(7,i> einer Ebene, von denen 
keine drei in einer Geraden liegen, gehen unendlich viele 
Kegelschnitte; die Gesamtheit derselben heißt ein Kegel- 
schnittbüschel. Je nachdem vier reelle Grundpunkte oder 
zwei reelle und ein Paar konjugiert imaginärer oder zwei 
Paare imaginärer gegeben werden, ergeben sich drei ver- 
schiedene Arten von Kegelschnittbüscheln. Je zwei Kegel- 
schnittbüschel gleicher Art können in Perspektive Lage 
gebracht werden, weil dies von ihren Grundpunkten gilt. 
Der letzte Teil des Satzes bedarf keines Beweises für den Fall, 
daß alle Grundpunkte reell sind (vergl. 201). Es ist nur zu zeigen, 
daß jedes ebene Viereck mit zwei reellen und zwei konjugiert ima- 
ginären Ecken oder mit zwei 
Paaren konjugiert imaginärer 
Ecken in jedes andere Viereck 
derselben Art projiziert werden 
kann. Jedenfalls hat das Viereck 
zwei reelle Seiten p und h, welche 
reelle oder konjugiert imaginäre 
Ecken verbinden. Letztere werden 
durch zwei Paare einer gleich- 
laufenden Punktinvolution ver- 
treten, etwa Ä, Ä und ^, J? 
(Fig. 232). Ist nun 8 ein Schnitt- 
punkt der Kreise über den Durch- 
messern AÄ und BB ^ so schnei- 
den je zwei Strahlen, die am 
Scheitel S einen rechten Winkel 
bilden auf dem Träger der Invo- 
lution Punktepaare derselben aus. 
Sei B der Schnittpunkt der reellen 
Seiten y, A des vorgelegten Viereckes, so bestimme man zu £ 
den entsprechenden Punkt H' und zu beiden das harmonische 
Punktepaar t\ F. derselben Involution durch die Strahlen, welche 
den Winkel ESB' und seinen Nebenwinkel halbieren. Verfährt man 
in dem Viereck, welches dem gegebenen entsprechen soll, analog 
und werden die Punkte desselben, welche den gezeichneten ent- 
sprechen, durch dieselben Buchstaben mit dem Index 1 bezeichnet, 
so hat man das Viereck CBFF mit dem Viereck C^D^F^F^ per- 




Fig. 232. 
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spektiv zu legen (201), wobei E und E^ als Gegenseitenschnittpunkte, 
E' und E^ als ihre zugeordneten harmonischen Punkte in Bezug 
auf zwei Ecken ineinander übergehen. Wenn aber zwei Punkte- 
paare einer Involution in solche der zugeordneten Involution über- 
gehen, so gilt dies von den Involutionen selbst (und von ihren ima- 
gmären Doppelelementen). 

361. Das Diagonaldreieck-t-JßV^des allenKegelschnitten 

eines Büschel gemein- 
sam eingeschriebenen 
Viereckes ABCD ist ein 
allen gemeinsames Po- 
lardreieck (vergl. 287). 
Dasselbe ist reell, wenn alle 
Grundpunkte reell sind (Fig. 
233). Ist letzteres nicht der 
Fall, so hat es wenigstens 
eine reelle Ecke -t, nämlich 
den Schnittpunkt der beiden 
reellen Seiten des Viereckes 
pjg 233. äBCJ) und folglich auch 

eine reelle Seite /, die die- 
sem Punkte als Polare in Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels 





Fig. 234. 

entspricht (Fig. 234). Der Schnittpimkt P von / mit der Seite 
^^ = ff liegt mit Z harmonisch zu A und JB\ oder P, Z ist ein 
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Punktepaar der Involution harmonischer Pole auf g. Ebenso bildet 
der Schnittpunkt Q von / mit der reellen Verbindungslinie h der 
konjugiert imaginären Grundpunkte C und B mit L ein Punkte- 
paar der Involution harmonischer Pole auf h und ist hieraus kon- 
struierbar. 

362, Vier Grundstrahlen a, b, c, d einer Ebene, von denen 
keine drei durch einen Punkt gehen, werden von unend- 
lich vielen Kegelschnitten berührt; die Gesamtheit der- 
selben heißt eine Kegelschnittschar. Je nachdem yier 
reelle Grundstrahlen oder zwei reelle und ein Paar kon- 
jugiert imaginärer oder zwei Paare imaginärer gegeben 
werden, ergeben sich drei verschiedene Arten von Kegel- 
schnittscharen. Je zwei Kegelschnittscharen gleicher Art 
können in Perspektive Lage gebracht werden, weil dies 
von ihren Grundstrahlen gilt. 

Das Diagonaldreiseit Imn des allen Kegelschnitten der 
Schar gemeinsam umschriebenen Vierseits abcd ist ein 




Fig. 235. 

allen gemeinsames Polardreiseit (287). Dasselbe ist reell bei 
reellen Grundstrahlen (Fig. 235) und hat wenn diese teilweise oder 
sämtlich imaginär sind, wenigstens eine reelle Ecke und eine 
reelle Seite. 

Die zu diesen Sätzen gehörigen Beweise und Konstruktionen 
ergeben sich aus den vorigen mittels des Prinzipes der Dualität. 
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363. Sind die vier Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels 
imaginär, also durch je zwei Punktpaare A, Ä^ und jB, B^ bezw. 
C, C^ und B, J)^ gleichlaufender Involutionen auf den Geraden p 
und h gegeben, so hat das gemeinsame Polardreieck drei reelle 
Ecken. Eine derselben, M, liegt in dem Schnittpunkte g X h. Aus 




^^ 



-''-^-' 



Fig. 286. 

den beiden anderen, L und iV", müssen sich die auf g und h ge- 
gebenen Involutionen ineinander projizieren. . Man konstruiert daher 
in der Involution auf g den Punkt M^ , der M entspricht und das 
Paar P, P^, das zu JHf, M^ harmonisch liegt; ebenso in der Involu- 
tion auf h den entsprechenden Punkt M^ zu M und das mit M^ M( 
harmonische Paar P', P/ (vergl. 360). Die Linien TF und B^B; 
bezw. PP{ und B^F schneiden sich in L und N (Fig. 236). - 

364. Die Schnittpunkt- Die Tangentenpaare an 

paare der Kegelschnitte die Kegelschnitte einer 



eines Büschels mit einer 
Geraden seiner Ebene, die 
durch keinen Grundpunkt 
geht, bilden eine Involution. 



Schar aus einem Punkte 
ihrer Ebene, der auf keinem 
Grundstrahle liegt, bilden 
eine Involution. 



Wir geben den Beweis für den ersten dieser beiden dualen 
Sätze. Es seien erstens die Grundpunkte Ä^ B, C, B sämtlich reell. 



RoHN u. Pappkritz. I. 
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Die Schnittpunkte der drei Gegenseitenpaare des Vierecks ABCd 

mit der Geraden^ seien Q, Q^, Ä, R^, S, 8^, die Schnittpunkte von 

ff mit irgend einem Kegel- 
schnitte des Büschels 
P, Pj (Fig. 237). Ver- 
bindet man jeden der 
Punkte A und £ mit 
den Kegelschnittpunkten 
Cj J), P, Pj so ergeben sich 
proj ektive Strahlbüschel, 
die auf (/ die projektiven 
Punktreihen S^^Q^PP^ und 
QSPP^ bestimmen. Ver- 
tauscht man in letzterer 
die Punkte Q und S, F 
undPj, so ist SLUchSQF^P 
mit S^Q^PP^ projektiv 
(221). Daher bilden je 

zwei Punkte P, Pj ein Paar der Involution, in der sich Q und $i, 

S und Ä\ wechselseitig entsprechen. 

Ist zweitens ein Paar der Grundpunkte imaginär, so kann der 

Kegelschnittbüschel in einen Kreisbüschel projiziert werden. Ein 

solcher besitzt stets eine 
gemeinsame Chordale m, 
gleichviel ob ihm außer 
den imaginären Kreis- 
punkten der unendlich 
fernen Geraden noch 
zwei reelle oder ein Paar 
imaginärer Grundpunkte 
zukommen. Sind nun 

p, p„ §, q,, B,p,ae 

Schnittpunkte dreier 

Kreise/?, q, r des Büschels 
mit einer beliebigen Geraden ^ und ist M=iffXm, so hat man: 

MP.MP^ =Mq,Mq^ =MB.MR^; 
und hieraus folgt, daß die genannten Punkte eine Involution mit 
Äf als Mittelpunkt bilden (vergl. 248). Hiermit ist zugleich der all- 
gemeine Satz bewiesen. 

865. Als spezielle Fälle sind in obigen Sätzen die folgenden 
enthalten : 



/7t 
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Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen, 243 



Die Gegenseitenpaare Die Gegeneckenpaare 
eines vollständigen Vierecks eines vollständigen Vierseits 
werden von jeder Geraden werden mit jedem Punkte 
seiner Ebene, die durch seiner Ebene, der auf keiner 
keine Ecke geht, in Punkte- Seite liegt, durch Strahlen- 
paaren einer Involution ge- paare einer Involution ver- 
schnitten, bunden. 

Es bildet nämlich jedes Gegenseitenpaar des Vierecks und jedes 
Gegeneckenpaar des Vierseits eine spezielle (zerfallende) Kurve des 
Büschels oder der Schar. 

366. Besitzt die auf einer Geraden (an einem Punkte) durch 
die Kegelschnitte eines Büschels (einer Schar) bestimmte Involution 
reelle Doppelelemente, so fallen in jedem derselben zwei Schnitt- 
punkte (zwei Tangenten) eines solchen Kegelschnittes zusammen, 
oder es besteht der Doppelsatz: 

Ein Kegelschnittbüschel Eine Kegelschnittschar 

enthält zwei oder keineKur- enthält zwei oder keineKur- 

ven, die eine gegebene Ge- ven, die durch einen gegebe- 

rade seiner Ebene berühren. nenPunktihrer Ebenegehen. 

Im besonderen giebt es im allgemeinen zwei Kegelschnitte eines 
Büschels, die die unendlich ferne Gerade seiner Ebene berühren, 
d. h. zwei Parabeln. 

Geht die gegebene Gerade durch einen der Grundpunkte des 
Kegelschnittbüschels, so ist die auf ihr bestimmte Involution para- 
bolisch (290) d. h. ihre Doppelpunkte sind im Grundpunkte ver- 
einigt. Es giebt dann nur einen Kegelschnitt des Büschels, der die 
Gerade berührt und zwar in dem Grundpunkte selbst. Almlich ist 
es in dem Falle, wo ein Punkt auf einem der Grundstrahlen der 
Kegelschnittschar gegeben wird. Es giebt dann nur einen Kegel- 
schnitt der Schar, welcher den Punkt enthält und in ihm den Grund- 
strahl berührt. 

367. Zwei Gerade g und A, die durch reelle Grund- 
punkte Ä und B eines Kegelschnittbüschels gezogen sind, 
werden von den Kurven desselben in Perspektiven Punkt- 
reihen geschnitten. Denn sind die übrigen Grundpunkte C und 
D reell, so sind in den PascaPschen Sechsecken ÄEFBCB und 
AE^F^BCJD, wo U und 2\, F und F^ die Schnittpunkte zweier 
Kurven mit g und h bedeuten, die Gegenseitenschnittpunkte 
ff X BC= P, h X Bä = B und PB x CB = Q identisch, d. h. 

16* 
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die Strahlen SF und U^F^ schneiden sich in dem festen Punkte Q 

(Fig. 239). 

Sind die beiden übrigen Grundpunkte imaginär, so betrachte 

man ein Kreisbüschel mit den Grundpunkten A und B (Fig. 240). 

Die durch Ä und B gezogenen 
Strahlen g und h mögen irgend 
zwei Kreise in F, E^ und 
F, F^ einander aber in f 

EX 





Fig. 239. 

schneiden. Man hat dann : 

FA. FE = FB. FF 

FA.PE^ = FB.FF^ 
folglich: 

FE\FE^ = FF:PF^, u. s. f. 

Es sind also hier EF und E^F^ parallel und die ausgeschnittenen 
Punktreihen ähnlich. 

Aus dem Vorigen folgt noch: Die Punktreihen, welche 
von einem Kegelschnittbüschel auf Geraden durch einen 
reellen Grundpunkt A ausgeschnitten werden, sind unter- 
einander projektiv. Sie sind nämlich perspektiv zu einer Punkt- 
reihe, die von einer Geraden durch einen anderen Grundpunkt B 
ausgeschnitten wird. 

368. Den vorigen stehen folgende duale Sätze gegenüber: 

* 

Zwei Punkte P und §, die auf reellen Grundstrahlen 
a und b einer Kegelschnittschar liegen, bestimmen mit 
den Kurven derselben Perspektive Tangentenbüschel 
(Fig. 241). 

Die Tangentenbüschel, welche eine Kegelschnittschar 
an den Punkten eines reellen Grundstrahles a bestimmt, 
sind untereinander projektiv. 
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369. Die Polaren eines Punktes U in Bezug auf die 
Kegelschnitte eines Büschels gehen durch einen Punkt F; 
umgekehrt liegt U auf allen Polaren von F. Die Punkte 
Z/und r heißen konjugiert in Bezug auf das Kegelschnitt- 
büschel. 





Fig. 241. 



Fig. 242. 



Sind zwei Grundpunkte Ä und £ des Kegelschnittbüschels reell, 
so verbinde man sie mit dem beliebig angenommenen Punkte U 
(Fig. 242). Auf den Strahlen AU und £U schneiden die Kegel- 
schnitte Ä, Ä', . . . des Büschels Perspektive Keihen U, W, , . . und 
F, F% , . , aus. Sind ferner auf AU die harmonischen Pole von U 
durch (r, G% . » . auf BU durch H, 77', . . . bezeichnet, so läßt sich 
zeigen, daß die Reihen G, G\ . . . und H, H\ . . . resp. zw. E,E' ., . 
und F, F', , , , folglich zu einander projektiv sind. Da aber für den 
Kegelschnitt des Büschels, der U enthält, die Punkte Fj F mithin 
auch G, H mit U zusammenfallen, so haben die genannten Reihen 
einen Punkt entsprechend gemein und sind perspektiv. Die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte GH, G'R, . . . oder die Po- 
laren von U schneiden sich daher in dem Perspektivitätscentrum F. 

Bei diesem Beweise ist von folgendem Satze Gebrauch gemacht: 
Sind auf einer Geraden die Punkte A, Fyou G, f^harmonisch 
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getrennt und hierbei Ä, U fest, A", G beweglich, so be- 
schreiben die beiden letzteren projektive Reihen. Ist näm- 
lich UBIIF eine zweite harmonische Reihe, die mit ÄEGU aus dem 
Centrum perspektiv liegt und fest bleibt, so kann man die von 
E und G beschriebenen Punktreilien als Projektionen einer von 
auf äF beschriebenen Reihe aus den Centren B und H auffassen. 

370. Sind alle Grundpunkte des Kegelschnittbüschels ima- 
ginär, so kann man statt des allgemeinen den Speziallfall eines 
Kreisbüschels betrachten (Fig. 243). Es sei m die gemeinsame Chor- 
dale der Kreise des Büschels, 
L und N die Grenzpunkte 
(Nullkreise) desselben, c ein 
beliebiger Kreis und (7 dessen 
Centrum. Ein gegebener 
Punkt U bestimmt mit L 
und N einen Kreis A, dessen 
Centrum K auf m hegt und 
der den vorigen rechtwink- 
lig schneidet (vergl. 247). 
Der zweite Schnittpunkt //' 
desselben mit UC ist auf 
dieser Geraden der harmo- 
nische Pol von U in Bezug 
auf c, wie aus der Beziehung: 

CU.Cf^'= CÄ.CB= CP 
folgt. Die durch JF senk- 
recht zu UC gezogene Polare w, von U geht stets durch den festen 
Punkt F auf ä, der mit U einen Durchmesser dieses Kreises be- 
stimmt. V ist der konjugierte Punkt zu IL 

Dem bewiesenen Satze entspricht durch Dualität der weitere: 
Die Pole einer Geraden u in Bezug auf die Kegel- 
schnitte einer Schar liegen auf einer Geraden v\ umgekehrt 
geht u durch alle Pole von v. Die Geraden u und v heißen 
konjugiert in Bezug auf die Kegelschnittschar. 

371. Je zwei in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel 
konjugierte Punkte P und Q liegen harmonisch zu den 
Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit jedem einzelnen 
Kegelschnitt. Seien nämlich k und h! die durch P und Q gehen- 
den Kegelschnitte des Büschels, p und q ihre Tangenten in diesen 
Punkten, so müssen letztere als Polaren von P resp. Q durch Q 
resp. P gehen, fallen also beide mit PQ zusammen. Daher sind P 
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und Q reelle Doppelpunkte der auf PQ durch das Kegelschnitt- 
büschel bestimmten Involution, woraus die Behauptung folgt. 

Der duale Satz lautet: 

Je zwei in Bezug auf eine Kegelschnittschar konju- 
gierte Strahlen/? und q liegen harmonisch zu den Tangenten 
aus ihrem Schnittpunkte an jeden einzelnen Kegelschnitt. 

373. Bisher haben wir einen Kegelschnittbtischel direkt durch 
seine Grundpunkte, eine Kegelschnittschar durch ihre Grundstrahlen 
definiert. Es soll nun gezeigt werden, daß man in beiden Fällen 
auch von zwei gegebenen Kegelschnitten ausgehen kann. Dies führt 
auf die Erörterung der wichtigen Frage nach den gemeinsamen 
Elementen zweier gegebener Kegelschnitte. 

Als gemeinsame Elemente zweier gegebener Kegelschnitte k 
und k^ einer Ebene treten außer ihren Schnittpunkten und ge- 
meinsamen Tangenten auf: 

cc) Gerade alsTräger gleicher Involutionen harmonischer 
Pole von k und k^ (gemeinsame Sehnen); 

ß) Punkte als Träger gleicher Involutionen harmonischer 
Polaren; 

y) Seiten und Ecken des gemeinsamen Polardreiecks, 
d. h. Gerade und Punkte, deren Pole resp. Polaren in Bezug 
auf k und k^ übereinstimmen. 

Die Geraden gleicher Punktinvolution und die Punkte gleicher 
Strahleninvolution bilden Achsen resp. Centren der Perspek- 
tivität für die beiden Kegelschnitte, wenn in ersteren jeder äußere 
Punkt von k auch außerhalb k^ liegt, an letzteren jeder k schneidende 
Strahl auch k^ trifft (vergl. 356). 

378. Von den gemeinsamen Elementen gelten folgende Sätze. 

Zwei Kegelschnitte k und k^ haben vier Punkte gemein; 
die nicht reellen unter ihnen sind paarweise konjugiert 
imaginär. Jedes Paar reeller und jedes Paar konjugiert 
imaginärer gemeinsamer Punkte bestimmt eine reelle 
Gerade gleicher Punktinvolution (gemeinsame Sehne); von 
solchen Geraden giebt es entweder sechs oder zwei. 

Zwei Kegelschnitte k und ^^ haben vier Tangenten 
gemein; die nicht reellen unter ihnen sind paarweise kon- 
jugiert imaginär. Jedes Paar reeller und jedes Paar kon- 
jugiert imaginärer gemeinsamer Tangenten bestimmt einen 
reellen Punkt gleicher Strahleninvolution; von solchen 
giebt es entweder sechs oder zwei. 

Zwei Kegelschnitte k und k^ haben ein gemeinsames 
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Polardreieck (oder Polardreiseit). Dasselbe hat entweder 
alle Ecken und Seiten reell oder es hat eine reelle Ecke 
und eine reelle Gegenseite. 

Diese Sätze folgen zum Teil unmittelbar aus dem früheren, 
zum Teil bedürfen sie noch des Beweises, bezw. einer Erklärung 
des Zusammenhanges der gemeinsamen Elemente untereinander. 

L 




Fig. 244. 

374. Schneiden sich die Kegelschnitte ä und \ in vier reellen 
Punkten A^ Bj (7, B, so bilden die sechs Seiten des Vierecks ABCB 

gemeinsame Sehnen und das 
Diagonaldreieck LMN desselben 
das reelle gemeinsame Polar- 
dreieck. Es giebt dann entweder 
cc) vier reelle gemeinsame Tan- 
genten oder ß) keine (Beispiele 
geben die Figuren 244 u. 245). 
Im Falle a) sind alle sechs ge- 
meinsamen Sehnen zugleich Per- 
spektivitätsachsen und zu jeder 
gehören (nach 359) zwei Centra, 
die unter den sechs Schnitt- 
punkten der gemeinsamen Tan- 
genten zu suchen sind. Im Falle 
ß) sind nur zwei der gemein- 




Fig. 245. 



Samen Sehnen zugleich Achsen; zu ihnen gehört jeder von zwei 
Punkten gleicher Strahleninvolution als Centrum. 
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Haben k und k^ vier reelle gemeinsame Tangenten a, b, c, d, 
so bilden die sechs Ecken des Vierseits abcd Punkte gleicher 
Strahleninvolution und das Diagonal dreiseit Imn desselben das reelle 
gemeinsame Polardreiseit. Hier sind entweder cc) vier Schnitt- 
punkte reell (Fig. 244) oder /) keine (Fig. 246). Im Falle y) sind 
nur zwei der Punkte gleicher Strahleninvolution zugleich Perspek- 
tivitätscentra und da zu jedem von ihnen zwei Achsen gefunden 
werden, so giebt es zwei Geraden gleicher Punktinvolution, die je 
ein Paar imaginärer Schnittpunkte von k und k^ tragen. 



u^ 



jff 





Fig. 246. Fig. 247. 

375. Haben k und \ zwei reelle Schnittpunkte Ä, Bj so ist 
die gemeinsame Sehne AB eine Achse; zu ihr gehören zwei Centra 
und da umgekehrt jedem derselben zwei Achsen zugehören, so muß 
noch eine zweite Gerade gleicher Punktinvolution existieren, die 
das Paar der imaginären Schnittpunkte trägt. Die Annahme zweier 
reeller gemeinsamer Tangenten «, b ergiebt denselben Fall S) 
(s. Fig. 247). Das gemeinsame Polardreieck hat eine reelle Ecke 
und eine reelle Seite. 

Haben endlich k und k^ weder reelle Schnittpunkte noch reelle 
gemeinsame Tangenten, so existieren dennnoch zwei Gerade gleicher 
Punktinvolution und zwei Punkte gleicher Strahleninvolution, die paar- 
weise als Achsen und Centren der Perspektivität einander zugehören. 
Das Polardreieck hat in diesem Falle c) reelle Ecken und Seiten. 

Unsere Behauptungen bedürfen für den Fall a) keines Be- 
weises; für die übrigen Fälle /S), y\ S\ e) ergiebt sich der Beweis 
aus den folgenden Betrachtungen. 

876. Es seien zwei Kegelschnitte k und k^ einer Ebene beliebig 
gegeben. Zu jedem Punkte P der Ebene gehört dann im Allgemeinen 



250 Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen, 



ein konjugierter Punkt Q, der Schnittpunkt seiner Polaren p und p^ 
bezüglich k und k^, dessen Polaren q und q^ sich umgekehrt in P 
schneiden. Fallen für einen Punkt P seine Polaren p und p^ zu- 
sammen, so bildet er eine Ecke und p die Gegenseite des gemein- 
samen Polardreiecks. In Bezug auf k entspricht einer Punktreihe 
auf dem Träger g ein mit ihr projektiver Polarenbüschel am Scheitel 
G und in Bezug auf k^ ein projektiver Polarenbüschel am Scheitel 
Gy Beide Strahlbüschel erzeugen einen Kegelschnitt g^, v^elcher 
der geometrische Ort der konjugierten Punkte der Punkte auf y ist. 
Die Punkte von g und ff^ entsprechen sich wechselseitig eindeutig. 
Sei nun k eine zweite Gerade, P ihr Schnittpunkt mit ^ und h^ 
der ihr entsprechende Kegelschnitt. Die Kurven ^q und A^ haben 
notwendig einen reellen Punkt gemein, nämlich den konjugierten 
Q zu P. Von ihren weiteren Schnittpunkten ist folglich wenigstens 
noch ein weiterer Z reell, eventuell aber alle drei L, M, N, Einem 
reellen Schnittpunkt L von g^ und h^ aber entsprechen zwei kon- 
jugierte Punkte, auf g und h je einer, folglich fallen seine beiden 
Polaren in ihre Verbindungslinie / zusammen und er bildet eine 
Ecke des gemeinsamen Polardreiecks von k und k^ Die beiden 
anderen Ecken des letzteren M und N liegen auf / und sind (gleich- 
viel ob reell oder imaginär) als das gemeinsame Paar der beiden 
Involutionen harmonischer Pole definiert, welche die Kegelschnitte 
k und k^ auf / bestimmen. Hierdurch ist der dritte Satz in 373 
bewiesen. Die beiden letzten Ecken M und N sind gleichzeitig zu 
den Schnittpunkten K, K', K^ K^ von / mit k und mit k^ harmonisch, 
sie sind nur dann imaginär, wenn K und K' durch Ä'^ und Ä'/ 
getrennt werden (vergl. 354), was auf den Fall S) zweier reeller 
Schnittpunkte von k und k^ führt. 

Beschreibt ein Punkt P eine Gerade g, die durch einen reellen 
Eckpunkt L des gemeinsamen Polardreiecks geht, so zerfallt der 
Kegelschnitt g^ der konjugierten Punkte in die Seite / des Polar- 
dreiecks und eine zweite Gerade h die L enthält. Je zwei solche 
Strahlen g und h können konjugierte Strahlen am Scheitel L ge- 
nannt werden; unter dieselben sind auch die Seiten m und n des 
Polardreiecks zu rechnen. Diese konjugierten Strahlen bilden am 
Scheitel L eine Involution, deren Doppelstrahlen Linien gleicher 
Punktinvolution oder gemeinsame Sehnen von k und k^ bilden, so- 
bald sie reell sind. 

877. Besitzen die Kegelschnitte k und k^ eine Linie s gleicher 
Punktinvolution (gemeinsame Sehne), so muß dieselbe durch eine 
reelle Ecke des gemeinsamen Polardreiecks gehen. Denn ist S ihr 
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Schnittpunkt mit der reellen Seite / des Polardreiecks und S^ der 
dem S entsprechende Punkt in der gemeinsamen Involution auf s, 
so sind S und S^ konjugiert in Bezug auf k und k^ und es fällt 
entweder 5j mit der Ecke L des Polardreiecks zusammen oder 
S^Z ist gemeinsame Polare von Ä, so daß S selbst eine Ecke des 
Polardreiecks bildet. 

Zwei gemeinsame Sehnen s und s von k und k^ schneiden 
sich entweder in einem gemeinsamen Punkte dieser Kegelschnitte 
(und daraus würde die Existenz von vier reellen Schnittpunkten 
folgen) oder in einer Ecke des Polardreiecks. Es ist nämlich die 
Verbindungslinie der dem Schnittpunkte ^ X / auf s und / ent- 
sprechenden Punkte dessen gemeinsame Polare für k und k^, also 
eine Seite des Polardreiecks. 

Die Schnittpunkte zweier gemeinsamer Sehnen s und / (die 
sich in einer Ecke des Polardreiecks treffen) mit der Verbindungs- 
linie je zweier konjugierter Punkte P und Q liegen zu letzteren 
harmonisch. Die Doppelpunkte der auf s und s' liegenden In- 
volutionen bestimmen nämlich ein Eegelschnittbüsohel, zu dem außer 
k und Äj auch das Linienpaar s, s gehört (vergl. 371). 

Wenn umgekehrt zwei Gerade s und s durch eine Ecke Z des 
gemeinsamen Polardreiecks gehen und je zwei konjugierte Strahlen 
g und k am Scheitel Z harmonisch trennen, so sind sie gemeinsame 
Sehnen von k und k^. Denn, ist P irgend ein Punkt auf s und Q 
ihm konjugiert, so fällt der Schnittpunkt PQ x s mit P zusammen 
und folglich entweder Q auf P oder PQ auf s. In dem ersten 
speziellen Falle ist P sich selbst konjugiert, d. h. ein Schnittpunkt 
von k und k^, in jedem anderen Falle liegt der konjugierte Punkt 
Q mit P auf s; s ist also Träger einer gemeinsamen Polinvolution 
und ebenso s\ 

378. Es seien von dem gemeinsamen Polardreieck ZMN oder 
Imn der Kegelschnitte k und k^ nur Z und / reell, die übrigen 
Elemente aber imaginär; femer ff und h, ff' und ä' konjugierte 
Strahlenpaare am Scheitel Z. Die Doppelelemente s und s der 
durch ff und A, ff' und h' bestimmten Involution, in der auch m 
und n einander entsprechen, sind reell und bilden gemeinsame 
Sehnen von k und k^. Dieselben bilden nämlich zugleich das ge- 
meinsame Paar je zweier Involutionen, die durch Paare konjugierter 
Strahlen, wie m und n und ff und A, als Doppelstrahlen gegeben 
sind (vergl. 354). 

Es sei zweitens das gemeinsame Polardreieck IjMN völlig reell, 
P ein innerer Punkt desselben und Q sein konjugierter. Liegt Q 
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ebenfalls im Innern des Dreiecks ZMN, so entsprechen sich die 
Verbindungslinien von P und Q mit irgend einer Ecke des Polar- 
dreiecks, sowie die in ihr zusammenstoßenden Seiten desselben 
als konjugierte Strahlen und bilden eine ungleichlaufende Involution, 
deren reelle Doppelstrahlen s und s gemeinsame Sehnen von k und 
Äj sind. Es giebt also dann sechs solche Sehnen. — Liegt Q 
außerhalb des endlichen Dreiecks ZMN, so werden die Verbindungs- 
linien von P und Q mit je einer Ecke Z, M, iV nur in einem Falle 
zugleich die Strecke zwischen den beiden anderen Ecken treffen 
und folglich mit den anstoßenden Seiten eine ungleichlaufende In- 
volution bilden, so daß sich als deren reelle Doppelstrahlen nur 
zwei gemeinsame Sehnen ergeben. 

Hierdurch ist der erste Satz in 373 bewiesen und zugleich der 
zweite, welcher ihm als dualer entspricht. 

879. Aus dem Vorigen folgt der weitere Satz: 

Zwei Kegelschnitte k und k^ einer Ebene liegen stets 
zu einander perspektiv und zwar, wenn ihre gemeinsamen 
Punkte und Tangenten sämtlich reell sind, auf zwölf Arten, 
in jedem anderen Falle auf vier Arten. 

Von zwei Linien gleicher Punktinvolution, die sich in einer 
Ecke des Polardreiecks treffen, gehört nämlich eine jede als Per- 
spektivitätsachse mit jedem der beiden Punkte gleicher Strahlen- 
involution, die auf der Gegenseite liegen, als Perspektivitätscentrum 
zusammen. Zu jeder Achse oder auch zu jedem Centrum gehören 
also zwei Centralprojektionen, die k in k^ überführen. 

380. Der letzte Satz umfaßt den in 238 angegebenen als 
Spezialfall. Man kann den jetzt entwickelten unter der Annahme, 
daß wenigstens zwei Schnittpunkte von k und k^ imaginär sind, 
auf den früheren zurückführen. Denn ist s die reelle Verbindungs- 
linie dieser imaginären Punkte, sind P und Q, P^ und Q^ auf ihr 
gemeinsame harmonische Pole und ein Schnittpunkt der über 
den Durchmessern PQ und P^Q^ geschlagenen Kreise, so führt jede 
Centralprojektion, für welche s die Verschwindungslinie und das 
Centrum bildet, die beiden Kegelschnittte k und k^ in zwei Kreise 
über. Denn da sich aus alle Paare der gemeinsamen Involution 
auf s durch Recht winkelpaare projizieren, so gehen ihre Doppel- 
punkte in die imaginären Kreispunkte auf der unendlich fernen 
Geraden über (vergl. 352). 

381. Außer den Polardreiecken oder Polardreiseiten eines 
Kegelschnittes betrachtet man zuweilen auch Polvierecke und Pol- 
vierseite. Man definiert dieselben in folgender Weise: 
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Ein vollständiges Viereck, 
dessen Gegenseiten harmo- 
nische Polaren eines Kegel- 
schnittes sind, heißt einPol- 
viereck desselben. 

Von diesen Gebilden gilt: 

Wenn zwei Paare Gegen- 
seiten eines vollständigen 
Vierecks harmonische Po- 
laren eines Kegelschnittes 



Ein vollständigesVierseit, 
dessen Gegenecken harmo- 
nische Pole eines Kegel- 
schnittes sind, heißt einPol- 
vierseit desselben. 

Wenn zwei Paare Gegen- 
ecken eines vollständigen 
Vierseits harmonische Pole 
eines Kegelschnittes sind, 
so ist es ein Polvierseit. 



sind, so ist es einPolviereek. 

Um den ersten dieser dualen Sätze zu beweisen, betrachte 
man die Polare p irgend eines Eckpunktes P vom Viereck. Diese 
schneidet seine Seiten 0, a , b, 
b\ c, c in Punkten einer Invo- 
lution Ä, Ä\ B,B,C, C. Die 
beiden ersten Paare Ä^ Ä und 
B,ff sind harmonische Pole des 
Kegelschnittes k (Fig. 248), so- 
fern a und a'j h und V als kon- 
jugiert angenommen werden. 
Ist nämlich etwa P = a' x h' ^ 
so ist A der Pol von a , weil 
dieser auf a liegen muß und, da 
d durch P geht, ebenso auf /?. 
Aus gleichem Grunde ist B der 
Pol von V. Hieraus folgt, daß 
auch c und c harmonische Pole 
von k bilden. 

Die Ecken eines Polardrei- 
ecks bilden mit einem belie- 
bigen Punkte der Ebene ein 
Polviereck des gegebenen Kegel- 
schnittes und seine Seiten mit 
einer beliebigen Geraden ein 
Polvierseit. 




Fig. 248. 



383. Zwei Kegelschnitte k und k^ einer Ebene haben 
unendlich viele Polvierecke und Polvierseite gemeinsam. 
Denn sind a und h irgend zwei Gerade der Ebene, A und A^^ B und 
^1 ihre Pole bezüglich U und Ä^, so sind d = AA^ und h' = BB^ har- 
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monische Polaren von a resp. b in Bezug auf beide Kurven und es 
bilden die Schnittpunkte a x b, a x b', a x h\ d x b ein Polviereck 
für beide. In ähnlicher Weise sind Polvierseite konstruierbar. 

Auf Grund dieser Erklärungen dürfen wir sagen: 

Sind zwei Paare von Punk- Sind zweiPaare von Strah- 
ten in Bezug auf ein Kegel- len in Bezug auf eine Kegel- 
schnittbüschel konjugiert, schnittschar konjugiert, so 
so bestimmen sie eingemein- bestimmen sie ein gemein- 
sames Polvierseit aller sei- sames Polviereck aller ihrer 
ner Kurven, d.h. es sind auch Kurven, d.h. es sind auch 
die beiden letzten Ecken des die beiden letzten Seiten 
Vierseits konjugiert. des Vierecks konjugiert. 

388. Dem Satze in 245 entspricht der allgemeinere: 

Eine involutorische Centralprojektion in der Ebene, 
deren Centrum und Achse resp. eine Ecke und die Gegen- 
seite des gemeinsamen Polardreiecks eines Kegelschnitt- 
büschels (einer Kegelschnittschar) bilden, führt jeden 
Kegelschnitt des Büschels (der Schar) in sich selbst über. 

Eine involutorische Centralprojektion kann man sich immer 
durch irgend zwei Paare sich vertauschbar entsprechender Punkte 
Ä, Ä^ und B, B^ gegeben denken. Mit dem vollständigen Viereck 
ÄÄ^BB^ ist nämlich zugleich das Diagonaldreieck bestimmt, dessen 
eine Ecke = ÄÄ^ x BB^ das Centrum der Projektion bildet, 
während die beiden anderen Ecken AB x Ä^ B^ und ÄB^ x A^B 
Punkte der Achse sind. Ebenso bestimmen zwei Paare sich doppelt 
entsprechender Geraden a, a^ und ä, b^ die involutorische Central- 
projektion; es gehen nämlich zwei Diagonalen des vollständigen 
Vierecks aa^bb^ durch ihr Centrum und die dritte bildet die Achse. 
Ferner erkennt man leicht: 

Drei Paare von Punkten, Drei Paare von Geraden, 

die sich bei einer involuto- die sich bei einer involuto- 

rischen Centralprojektion rischen Centralprojektion 

entsprechen, bestimmen ein entsprechen, bestimmen ein 

PascaPsches Sechseck mit Brianchon'sches Sechsseit 

der Projektionsachse als mit demProjektionscentrum 

PascaFscher Geraden. Sie als Brianchon'schem Punkt, 

liegen daher auf einem Sie berühren daher einen 

Kegelschnitt, der in sich Kegelschnitt, der in sich 

selbst übergeht. selbst übergeht. 
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384. Als eine Anwendung des ersten dieser Sätze erscheint 
das Verfahren, welches dazu dient einen gegebenen Punkt P 
mit dem unzugäng- 
lichen Schnittpunkt 
zweier gegebener 
Geraden g und h 
geradlinig zu ver- 
binden. Man betrachtet 
die gesuchte Gerade als 
Achse einer involutori- 
schen Centralproj ektion , 
bei welcher das Linien- 
paar g^ h in sich über- 
geht. Zwei beliebig 
durch P gelegte Gerade 
schneiden auf dem- 
selben Paare Ä^ Ä^ und 

BjB^ entsprechender Punkte aus, welche das Centrum = AÄ^ xBB^ 
bestimmen. Hieraus findet man ein drittes Punktepaare C^ C^ und 
einen neueij Punkt 
Q= BC^ X CB^ der 
Achse. Die Linie PQ 
muß verlängert durch 
den Schnittpunkt g X h 
gehen. 

385. Der Satz . 
über die Perspektive 
Lage je zweier Kegel- 
schnitte einer Ebene 
(379) dient als Grund- 
läge zahlreicher Kon- 
struktionen und Sätze. 
Wir wollen ihn zuerst 
benutzen, um den Nach- 
weis des Satzes zu er- 
bringen: Jede als 
Centralproj ektion 
eines Kreises ent- 
standene Ellipse 
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Fig. 250. 



läßt sich als affine Kurve eines Kreises darstellen (vergl. 282). 
Es sei das Centrum, e^ die Achse und e^ die Verschwindungs- 
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linie einer Centralprojektion, die den Kreis k in eine gegebene 
Ellipse Äj überfuhrt (Fig. 250). Nach 264 giebt es unendlich viele 
Centralprojektionen, bei denen dem Kreise k ein Kreis ä' entspricht, 
und e„ die Verschwindungslinie bildet. Unter ihnen werde eine 
solche ausgewählt, für welche zugleich Cj die Achse bildet. Man 
erhält das Centrum (/ derselben, indem man aus dem Centrum 
von k das Lot auf e^ fällt, welches in H treffen mag, und auf das- 
selbe ^(/ gleich der Länge der aus ^ an ä gelegten Tangente ET 
abträgt. Zu einem beliebigen Punkte P des Kreises k findet man 
leicht den entsprechenden P' auf k' und P^ auf k^. Da aber so- 
wohl Äj als k' zu k perspektiv liegen und zwar mit einerlei Achse 
^j, so liegen ä' und k zu einander in Bezug auf e^ als Achse per- 
spektiv (172) und die unendlich ferne Gerade entspricht sich hierbei 
selbst, weil sie in der Perspektive beider mit dem Bereise k der- 
selben Geraden e„ entspricht. Daher sind k' und k^ affin und affin- 
gelegen; die Affinitätsstrahlen P'P^^ laufen parallel zu 0(7. 



9 
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Fig. 251. 

886. Um einen Kegelschnitt k aus fünf gegebenen 
Punkten Ä^ B, C, i>, E mit Hilfe eines Perspektiven Kreises 
Äj zu konstruieren, lege man letzteren beliebig durch die Punkte 
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A und £ und benutze AB als Projektionsachse e^ {Fig. 251). Wird 
letztere von CD nnd DU in F und G geschnitten, so findet man 
mit Hilfe der vollständigen Vierecke ABCD resp. ABDE leicht 
die Polaren f und g von F und G^ in Bezug auf ä, die sich in dem 
Pole P der Achse e^ schneiden. Femer werde der Pol Pj von e^ 
in Bezug auf den Kreis h^ bestimmt. Da bei der gesuchten Central- 
projektion P und P^ sich entsprechen müssen, so liegt ihr Centrum 
auf dem Strahle PP^. Schneidet femer CP die Achse e^ in Ä, 
so schneidet P^H den Kreis k^ in dem Punkte C^, welcher C ent- 
spricht. Der neue projizierende Strahl CC^ bestimmt mit PP^ das 
Centrum 0. Nach Auffindung des letzteren können beUebig viele 
Punkte des Kegelschnittes k auf die gewöhnliche Art aus Punkten 
des Kreises k^ abgeleitet werden. 

Eine ähnliche Auflösung läßt die duale Aufgabe zu, einen 
Kegelschnitt h aus fünf gegebenen Tangenten mit Hilfe 
eines Perspektiven Kreises k^ zu konstruieren. Man wählt 
hier als Hilfskreis k^ irgend einen solchen, der zwei der gegebenen 
Tangenten a und b berührt und deren Schnittpunkt als Perspektivitäts- 
centrum 0, konstruiert dessen Polaren in Bezug auf k und k^ und 
bestimmt mittels dieser die Centralprqjektion. 

387. Wir beweisen schließlich den Satz {vergl. 278): 
Durch jeden gegebenen Kegelschnitt lassen sich un- 
endlich viele Eotationskegel legen. 
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Fig. 252. 

Man erkennt sofort, daß von den Symmetrieebenen des ge- 
sucliten ßotationskegels, welche dessen Achse enthalten, eine in 



RoHN u. Pappe RITZ. I. 



17 



258 Die Kegelschnitte als Krdsp^'ojektionen, 



der Ebene des gegebenen Kegelschnittes k eine Achse des letzteren 
ausschneiden muß und zwar bei einer Ellipse die größere, bei einer 
Hyperbel die reelle Achse. Ferner ist klar, daß die gedachte 
Symmetrieebene auf der des Kegelschnittes senkrecht steht. Wir 
wählen letztere als Grundrißebene, erstere zum Aufriß, die bezeich- 
nete Kegelschnittachse also als Projektionsachse x (Fig. 252). Dann 
ist nur anzugeben, wie in der Aufrißebene die Spitze 8 eines pro- 
jizierenden Rotationskegels gefunden wird. Es sei k^ ein beliebiger 
Kreis im Grundriß, dessen Centrum M auf x liegt. Ferner sei 
(auf x) ein Perspektivitätscentrum für die Kurven k und k^ , e^ 
die zugehörige Achse, e^ und e^ die Verschwindungs- und Flucht- 
linie. Diese stehen normal zu x und mögen in JE^ , E^^ E^ schneiden. 
Soll Äj der Grundkreis des gesuchten Kegels werden, so wird ein 
in M auf x errichtetes Lot m die Achse desselben bilden. Wird 
die Ebene des Kegelschnittes k um e^ als Achse gedreht, so bleiben 
die Kurven k und k^ perspektiv (173) und das Centrum beschreibt 
in der Aufrißebene einen Kreis um E . Letzterer schneidet m in 
der Kegelspitze 8, Die Achse AB des Kegelschnittes k gelangt bei 
der Drehung in die Lage Ä^B^ auf der durch E^ parallel zu SE^ 
gezogenen Geraden. 



Brennpunkte und Leitlinien eines Kegelschnittes. 

388. Nach 387 kann man jeden Kegelschnitt k als Schnitt eines 
Rotationskegels auffassen. Eine dem letzteren einbeschriebene 
Kugel berührt ihn längs eines Kreises, dessen Ebene zur Kegelachse 
senkrecht steht und kann so gewählt werden, daß sie zugleich die 
Schnittebene berührt. Solcher Kugeln giebt es im Falle der Ellipse 
oder Hyperbel zwei, die resp. zu beiden Seiten der Schnittebene 
oder mit der Kegelspitze 8 auf einerlei Seite liegen. Im Falle der 
Parabel giebt es nur eine solche Kugel. 

Wir wählen die Ebene des Kegelschnittes k zum Grundriß 
und die auf ihr senkrechte Symmetriebene des Kegels zum Aufriß 
(Fig. 253 a, b, c). K^, K^ seien die Centra der Kugeln, die die 
Kegelschnittebene in F^ und F^ und den Kegel längs der Kreise 
Äj, Äg berühren; von letzteren sind die Durchmesser T^U^ und 
T^U^ gezeichnet, die jedesmal zugleich den Aufriß bilden. Endlich 
seien P^ und Pg zwei Punkte auf k^ resp. Äg, die mit dem beliebigen 
Kegelschnittpunkte P in einerlei Strahl durch 8 liegen. Die ent- 
worfene Figur läßt eine neue wichtige Eigenschaft der Kegelschnitte 
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erkennen, wenn man den einfachen Satz beachtet: Die Länge der 
Tangenten einer Kugel aus einem beliebigen Punkte, von diesem 
bis zum Berührungspunkte gemessen, ist konstant. Es folgt hieraus, 





Fig. 253 a. Fig. 253 b. 

daß die von P nach F^ und P^ resp. 
nach F^ und P^ gezogenen Strahlen 
einander gleich sind. 

Daher ist bei der Ellipse (Fig. 
253a) die Summe: 

F^P+PF, = P,P + PP, = P,8-^P,S, 

also l^onstant. 

Ebenso ist bei der Hyperbel 
(Fig. 253 Ä) die Diflferenz: 

F^P^F,P = P,P^P,P^P,S+SP,, 

also konstant. 

Im Falle' der Parabel endlich 
(Fig. 253 c) sei F der Berührung der 
Kugel mit der Parabelebene, TU der im Auftiß liegende Durchmesser 
ihres Berührungskreises k^ mit dem Kegel, ferner B — TU x x, 
also DE JL X die erste Spur d der Ebene dieses Kreises und schließ- 
lich Z_ PFB = E. Man hat zuerst: 

PF^PP^, P^8=TS, 
weiter : PF: TS =PP^:P^S^ P"P{ : P/'Ä = P"B :TS=PE: TS, d. h. 

PF=PF. 

17* 




Fig. 253 c. 
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Hiernach gilt der Satz: 

Für jeden Punkt P einer Ellipse oder Hyperbel ist 
die Summe, bezw. Differenz seiner Entfernungen von zwei 
festen Punkten F^^ und F^ der großen, resp. der reellen 
Achse (den Brennpunkten) konstant, nämlich dieser Achse 
gleich. Jeder Punkt einer Parabel ist gleichweit entfernt 
von einem festen Punkte F ihrer Achse (Brennpunkt) und 
einer zu ihr senkrechten Geraden d (Leitlinie, Direktrix). 
Jeder Brennpunkt eines Kegelschnittes bildet den Be- 
rührungspunkt seiner Ebene mit einer Kugel, die irgend 
einem den Kegelschnitt projizierenden Rotationskegel ein- 
beschrieben ist. 

Nachdem uns die voranötehende einfache Betrachtung direkt 
zu dem Begriflfe der Brennpunkte eines Kegelschnittes geführt hat, 
gehen wir zur näheren Besprechung der Eigenschaften dieser Punkte 
und der zu ihnen gehörigen Leitlinien über, legen aber der Unter- 
suchung eine andere, allgemeine E^igenschaft der Brennpunkte als 
Definition zu Grunde. 

389. Ein Punkt der Ebene, an dem die harmonischen 
Polaren eines Kegelschnittes eine Involution rechter 
Winkel bilden, heißt ein Brennpunkt (Fokus) desselben 
und seine Polare eine Leitlinie (Direktrix). 

Im Endlichen finden sich Brennpunkte nur auf einer der Achsen 
des Kegelschnittes k. Denn ist F ein Brennpunkt, a der um ent- 
haltende Durchmesser und b sein konjugierter, so steht in F die 
konjugierte Polare zu a auf a senkrecht und da sie zugleich parallel 
zu b läuft, sind a und b die Achsen. Sind c und d irgend zwei 
konjugierte Durchmesser, so liegen die Pole aller Parallelen zu c 
auf d; fällt man aus ihnen Lote auf diese Parallelen, so erhält 
man zwei projektive Parallelenbüschel von der Eigenschaft, daß die 
Strahlen des einen denen des anderen konjugiert sind und zugleich 
auf ihnen senkrecht stehen. Diese Büschel schneiden auf einer der 
Achsen, a oder b, zwei projektive Punktreihen aus und zwar liegen 
diese involutoriscli, da in jeder Achse der Mittelpunkt und der un- 
endlich ferne Punkt sich vertauschbar entsprechen. In den beiden 
Doppelpunkten F und F' der Involution auf einer Achse schneidet 
sich aber je ein Strahl des einen Büschels mit dem rechtwinkligen 
konjugierten des anderen; daher sind F und F" Brennpunkte des 
Kegelschnittes. 

Ein reeller Brennpunkt kann nur im Inneren des Kegelschnittes 
liegen; denn ein Punkt, von dem reelle Tangenten ausgehen, kann 
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kein Brennpunkt sein, weil jede Kechtwinkelinvolution imaginäre 
Doppelstrahlen hat. Umgekehrt kann eine reelle Leitlinie den 
Kegelschnitt nicht treflfen. 

390, Eine Tangente t und die auf ihr im Berührungspunkte 
T errichtete Normale n schneiden in jeder der Achsen a und b ein 
Punktepaar Ä, Ä^ resp. B, B^ der auf der Achse liegenden Involution 
aus, welches dieselbe in Verbindung mit ihrem Mittelpunkte M voll- 
ständig bestimmt (Fig. 254). In der einen Achse werden die sich 
entsprechenden Punkte der Brennpunktsinvolution durch M getrennt, 
in der anderen nicht. Es ist also stets die Brennpunktsinvolution 
(d. h. die Involution, 
deren Doppelpunkte die 
Brennpunkte sind) in der 
einen Achse b gleich- 
laufend, in der anderen 
a ungleichlaufend. Nur 
in der letzteren liegen 
daher zwei reelle Brenn- 
punkte F, F, gleichweit 
vom Mittelpunkte M\ zu 
ihnen gehören zwei reelle 
Leitlinien d, d\ Bei der 
Parabel fällt mit dem 
Mittelpunkte auch einer 
der reellen Brennpunkte 

jT , « . , Fiff. 254. 

unendlich fern; sie be- ^ 

sitzt nur einen erreichbaren Brennpunkt und eine Leitlinie. Die 
Verbindungslinie der beiden reellen Brennpunkte heißt Haupt- oder 
Brennpunktsachse, die andere Nebenachse. 

Die Brennpunktsinvolution auf der Nebenachse wird aus den 
reellen Brennpunkten durch je eine Recht winkelin volution projiziert. 

Es sei noch erwähnt, daß die imaginären Kreispunkte auf der 
unendlich fernen Geraden den Brennpunkten des Kegelschnittes zu- 
zuzählen sind. Die Scheitel je zweier der hier betrachteten Pa- 
rallelenbüschel, die sich aus rechtwinkligen konjugierten Polaren 
zusammensetzen, bestimmen nämlich auf der unendlich fernen 
Geraden eine Involution, in deren Doppelpunkten — und dies sind 
die imaginären Kreispunkte — sich alle harmonischen Polaren recht- 
winklig schneiden. 

Bei einem Kreise fallen die beiden Brennpunkte zusammen mit 
dem Mittelpunkt, weil durch diesen jede im Berührungspunkte einer 




262 Die Kegelschnitte als Kreisprojektionen. 



TaDgente auf ihr errichtete Normale geht. Die Leitlinie wird zur 
unendlich fernen Geraden. Die Involution rechtwinkliger harmoni- 
scher Polaren am Mittelpunkte ist die der konjugierten Durchmesser. 
Aus dem Gesagten ergeben sich Konstruktionen der reellen 
Brennpunkte eines gegebenen Kegelschnittes. Sind nämlich Ä und 
y/j entsprechende Punkte der ßrennpunktsinvolution auf der Haupt- 
achse, so bestellt zwischen ihnen, dem Mittelpunkte M und den 
Brennpunkten F und F die Relation: 

MA . MA^ = MP^ = MFK 

Man schlage daher über dem Durchmesser MA einen Kreis, schneide 
ihn mit dem in A^ auf der Hauptaxe errichteten Lot in S und trage 
MF und MF' = MS von 31 nach beiden Seiten auf der Hauptachse 
ab. Entsprechen sich in der Brennpunktsinvolution auf der Neben- 
achse die Punkte B und B^ so schneidet der über BB^, als Durch- 
messer beschriebene Kreis auf der Hauptachse die Brennpunkte aus. 
Dies gilt für die Ellipse und Hyperbel (einfachere Konstruktionen 
findet man in 414). Bei der Parabel bildet die Mitte die Strecke 
AA^ den im Endlichen liegenden Brennpunkt F, denn der andere 
mit ihm die Strecke harmonisch teilende liegt unendlich fern. 

891. Die Verbindungslinien eines Kegelschnittpunktes T mit 
den beiden reellen Brennpunkten F, F' heißen Brennstrahlen. 
Da die Tangente t und die Normale n des Kegelschnittes im Punkte 
T (Fig. 254) auf der Hauptachse entsprechende Punkte A und \ 
der Brennpunktsinvolution ausschneiden, die zu F und F harmo- 
nisch liegen, so sind auch die Brennstrahlen f und f des Punktes 
T harmonisch zu den rechtwinkligen Strahlen t und n, d. h. es gilt 
der Satz: 

Die Brennstrahlen eines Punktes auf dem Kegelschnitt 
bilden mit seiner Tangente (und der Normale) gleiche 
Winkel.! 

Allgemeiner gilt folgender Satz: 

Die von einem Punkte P in der Ebene eines Kegel- 
schnittes an diesen gezogenen Tangenten und seine Ver- 
bindungslinien mit den Brennpunkten bilden Winkel, deren 
Halbierungslinien zusammenfallen. 



* Die hierin ausgedrückte Eigenschaft erklärt den Namen der Brennpunkte- 
Denkt man sich nämlich den einen Brennpunkt F als Lichtquelle und den 
Kegelschnitt als spiegelnd, so werden alle aus F kommenden Lichtstrahlen nach 
dem anderen Brennpunkte F' reflektiert. 
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Die Rechtwinkelstrahlen x und y der Involution harmonischer 
Polaren am Scheitel P halbieren nämlich den Winkel der Doppel- 
strahlen, d. h. der Tangen- 
ten t und f ; andererseits 
schneiden sie auf der Achse 
a entsprechende Punkte X 
und Y der Brennpunkts- 
involution aus, die zu F und 
F harmonisch liegen; da- 
her halbieren die Strahlen -p. ^^^ 
X und y auch die Winkel 
der aus P gezogenen Brennstrahlen / und f (Fig. 255). 

393. Wird um einen reellen Brennpunkt F des Kegelschnittes 
k ein beliebiger Kreis k^ beschrieben, so bildet F einen Punkt von 
gleicher (rechtwinkliger) Polareninvolution für beide Kegelschnitte, 
also ein Perspektivitätscentrum beider (vergl. 356) Die Direktrix 
entspricht als Polare des 
Punktes F in Bezug auf k 
der unendlich fernen Ge- 
raden als der Polare des 
Kreismittelpunktes ; sie bildet 
daher die Verschwindungs- 
linie e^ der Centralprojek- 
tion mit dem Centrum F, 
welche k in k^ überfährt 
Die Fluchtlinie e^ (welche 
ebenso wie die Achse e^ 
leicht konstruiert werden 
kann) wird, je nachdem der 
gegebene Kegelschnitt eine 
Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel ist, den Kreis Ä, ^^S- ^56. 

nicht schneiden, schneiden oder berühren (Fig. 256, 257, 258). 

393. Aus der Perspektivität eines beliebigen Kegelschnittes 
mit einem um einen Brennpunkt beschriebenen Kreise ergeben sich 
alle hauptsächlichen Brennpunktseigenschaften. 

Ist g ein Strahl durch den Brennpunkt F^ sind ferner G^ und 
G^ seine Gegenpunkte, U sein unendlich ferner Punkt und P, P^ 
auf g entsprechende Punkte des Kegelschnittes resp. des Kreises, 
80 gilt die Doppel Verhältnisgleichung: 
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FP^ UG^ 



00 



FP OvU 



oder die Proportion: 



ÜPi FG, 



00 



FP^ 



QvP Fü 



FP 



FG^ GvP 
Ist m der senkrechte Abstand des Brennpunktes von der Flucht- 
linie e^j r der Radius des Kreises ä^, d der Abstand des Punktes F 




Fig. 257. 



von der Direktrix e„ uod f sein Abstand vom Brennpunkt, so hat 



man: 




Fig. 258. 



FG^:G,P=m:d, FP^ =r, jPP = / 

mithin die Relation: f:d = r:m. 
Da nun r und m unveränderlich sind, 
so besteht der Satz: 

Das Verhältnis der Ab- 
stände eines den Kegelschnitt 
beschreibenden Punktes von 
einem Brennpunkte und seiner 
Leitlinie ist konstant. Sein 
Wert ist für die Ellipse kleiner, 
für dieHyperbel größer alsEins, 
für die Parabel gleich Eins. 

Hieraus ergeben sich neue Kegel- 
schnittkonstruktionen. 
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Fig. 259. 



394, Aus einem Brennpunkte erscheint die auf einer 
Tangente vom Berührungspunkte bis zurLeitlinie reichende 
Strecke unter rechtem Winkel. 

Sei LT auf t die fragliche Strecke (Fig. 259), so ist B der 
Pol des Strahles FT, mithin 
sind FD und FT konjugierte 
Polaren und bilden, da sie 
sich im Brennpunkte schnei- 
den, einen rechten Winkel. 

Dies führt zu einer ein- 
fachen Tangentenkonstruk- 
tion in gegebenem Kurven- 
punkte, wenn F und d be- 
kannt sind. 

Aus der in 274 bewiese- 
nen Eigenschaft des Kreises 
folgt bei Anwendung der in 
392 angegebenen Central- 
projektion: 

Die auf einer beweglichen Tangente eines Kegel- 
schnittes von zwei festen Tangenten begrenzte Strecke 
erscheint vom Brennpunkte aus unter konstantem Winkel. 

Hiernach können, wenn 
von einem Kegelschnitte die 
Brennpunkte und drei Tan- 
genten gegeben sind, leicht 
beliebig viele neue Tangen- 
ten desselben konstruiert 
werden. 

395. Es seien t und 
u (Fig. 259), die aus einem 
Punkte P an eine Ellipse 
gezogenen Tangenten mit 
den Berührungspunkten T 
und U. Die auf sie aus 
den Brennpunkten F, F ge- 
fällten Lote Fq und FR 
mögen um ihre eigene Länge 
resp. bis G und R verlängert werden. Dann sind (nach 391) die 
Winkel QP^und FFB, folglich auch die Winkel GW und FFB. 
gleich. Da überdies GF = FP und FP = EP ist, so folgt die 
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EoDgruenz der Dreiecke GPF' und FPff, mitliiQ die Gleichheit der 
Seiten F'G nndi^fi^oder derBrennstrahlsximmenFT+F'T=FU-hF'U. 
— Bei einer Hyperbel ergiebt die durchaus analoge Konstruktion 
(Fig. 260) die Gleichheit der Strecken F'G und FE oder der Brenn- 
Strahldifferenzen F'T — FT= FU—F'L\ Demnach dürfen wir sagen: 
Für jeden Punkt einer Ellipse oder Hyperbel ist die 
Summe resp. die Differenz seiner Brennstrahlen konstant 
und zwar gleich der Länge der Hauptachse AB (vergl. 388). 
396* Aus den vorigen Figuren entnimmt man noch, daß 
L. FTQ = L. GTq = z_ PTF ist, oder daß die Punkte F, T, G und 
ebenso F^ U, H je auf einem Brennstrahl liegen. Bieraus folgt eine 
neue Tangentenkonstruktion in gegebenem Punkte T des Kegel- 
schnittes: Verlängert man den einen Brennstrahl i'" Tum den anderen 
FT bis G und ist q die Mitte von GF, so ist QT die Tangente in T. 
Da der Mittelpunkt M des Kegelschnittes die Strecke FF 
halbiert und Q die Strecke FG, so ist die Strecke MQ parallel zu 
FG und halb so groß, also MQ = MA, d. h. es gilt der Satz : 

Die Fußpunkte der Lote aus einem Brennpunkte auf 

die Tangenten eines Kegelschnittes liegen auf einem 

Kreise, der die Hauptachse desselben zum Durchmesser hat. 

397, Bei der Parabel liegen die Fußpunkte der Lote 

aus dem Brennpunkte 
auf die Tangenten auf 
der Scheiteltangente s. 
Ist nämlich t eine Tangente 
der Parabel mit dem Be- 
\jr' rührungspunkte jT, Q ihr 
Schnittpunkt mit der Schei- 
teltangente s, S ihr Scheitel 
und F' der unendlich ferne 
Punkt der Achse (oder der 
andere Brennpunkt), so sind 
die Winkel FQT und SQF 
gleich und da letzterer ein 
rechter ist, so gilt dies 
auch vom ersteren (Fig. 261). 
Die oben angegebene Tangentenkonstruktion modifiziert sich 
für die Parabel folgendermaßen: 

Sind der Brennpunkt F, die Leitlinie d und ein Punkt T der 
Parabel gegeben, so fälle man aus T das Lot TG auf rf, halbiere 
GF in Q und ziehe QT. Die Linie QT berührt die Parabel in T. 



a 




^ 


f 


X 


j^ 




^——r 




»- 




i\ 


K/ 


. 





Fig. 261. 
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Die Tangenten der Parabel aus einem Punkte der 
Leitlinie stehen aufeinander senkrecht. Ist i? der gedachte 
Punkt der Leitlinie und sind T, T die Berührungspunkte der aus 
ihm gezogenen Parabeltangenten ^ und ^', so ist TT' die Polare von 
D und geht durch den Brennpunkt t\ 11}' bildet daher mit den 
Tangenten dieselben Winkel, wie diese mit den Parabeldurchmessem 
TF, TF oder auch mit BF, Ist also F^DF x TT, so sind die 
Dreiecke BFT und BFT gleichschenklig, daher in dem Dreieck 
BTT die Summe der Winkel bei T und T dem Winkel bei B 
gleich und folglich letzterer ein rechter. 

398. Der zweite Satz in 394 hat für die Parabel einen spe- 
ziellen Satz zur Folge. 

Die Schnittpunkte dreier Parabeltangenten liegen mit 
dem Brennpunkte auf einem Kreise. 





Fig. 262. 



Fig. 263. 



Sind nämlich a und h zwei Parabeltangenten mit dem Schnitt- 
punkt C, A und B ihre Schnittpunkte mit einer dritten Tangente c, 
A^ und B^ ihre Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden, 
die ebenfalls Tangente ist, so werden aus dem Brennpunkte F die 
Strecken AA^ und BB^ unter gleichem Winkel gesehen. Man 

hat daher: 

L. AFB = z. A^FB^ = /_ACB, 

woraus die Behauptung folgt (Fig. 262). 

Sind A und B die Schnittpunkte einer Tangente der Hyperbel 
mit ihren Asymptoten, so wird die Strecke AB aus den Brenn- 
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punkten F und F" unter Winkeln erscheinen, die sich zu 2R er- 
gänzen, daher ist AFSF ein Kreisviereck {Fig. 263) oder es gilt 
der Satz: , 

Die beiden Schnittpunkte einer Tangente der Hyperbel 
mit ihren Asymptoten liegen mit den beiden Brennpunkten 
auf einem Kreise. 

399. Haben zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemeinsam, 
so bildet derselbe für sie ein Perspektifitätscentnim. 

Haben zwei Kegelschnitte beide reelle und folglich 
alle Brennpunkte ge- 
meinsam, so heißen sie 
konfokal. Sie haben näm- 
lich dann ein gemeinsam 
umachriebenes Vierseit, das 
von den beiden Paaren kon- 
jugiert imaginärer Tangen- 
ten aus den reellen Brenn- 
punkten gebildet wird. Die 
nicht reellen Gegen ecken 
dieses Vierseits bilden die 
vier weiteren gemeinsamen 
Brennpunkte. Die Gesamt- 
heit aller Kegelschnitte mit 
denselben Brennpunkten bil- 
Pie. 264. ^^^ ^'"^^ konfokale Kegel- 

schnittscbar. 
Liegen beide Brennpunkte F und F im Endlichen (Fig. 264}, 
so besteht die konfokale Schar aus Ellipsen und Hyperbeln, 
deren Achsen zusammenfallen. Die doppelt gezählte Strecke FF 
ist als Ellipse mit verschwindender Nebenachse, ebenso die doppelte 
Strecke außerhalb FF' als Hyperbel mit verschwindender Neben- 
achse, endlich die doppelte Nebenachse des Syatemes als Hyperbel 
mit verschwindender Hauptachse unter die Kegelschnitte der Scbar 
zu rechnen. Man findet beliebig viele Punkte der Kegelschnitte in 
der konfokalen Schar, indem man um die Brennpunkte F und /' 
Systeme konzentrischer Kreise legt, deren Radien Vielfache einer 
und derselben Strecke sind. Die Schnittpunkte solcher Kreise der 
beiden Systeme, für welche die Summe oder Difi'erenz der Radien 
gleich groß ist, gehören je einer Kurve der Schar an. 

Liegt ein Brennpunkt F im Endlichen, der andere F' unendlich 
fem (Fig. 265), so enthält die konfokale Schar nur Parabeln, 
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deren Achsen zusammenfallen und deren Scheitel entweder rechte 
oder links vom gemeinBamen Brennpunkte F liegen. Die doppelt- 
gezählte Strecke von F nach rechts oder links bis zum unendlich 
fernen Punkte F" ist den Parabeln der einen oder der anderen Art 
zuzurechnen. Man erhält beliebig viele Punkte der konfokalen 
Parabeln, indem man um F ein System konzentrischer Kreise legt, 
deren Radien Vielflache 
derselben Strecke sind 
und ein System von 
Parallelen senkrecht zur 
Hauptachse zieht, deren 
Abstände von F jenen 
Kreisradien gleich sind. 
Jede dieser Parallelen 
kann als Leitlinie dienen 
und bestimmt mit F zu- 
sammen eine Parabel 
der konfokalen Schar. 
Die Schnittpunkte der 
koncentrischen Kreise 
mit den Parallelen, deren 
Abstand von der ge- 
wählten Direktrix dem betreffenden Kreisradius gleich ist, liegen 
jedesmal auf einer Kurve der Schar. 

400. In beiden konfokalen Kegelschnittscharen schnei- 
den sich die Kurven der gleichen Art nicht, die Kurven 
verschiedener Art aber unter rechten Winkeln, Denn da 
für emen Schnittpunkt P zweier konfokaler Kegelschnitte die Winkel 
der gemeinsamen Brennstrahlen f und /" durch die Tangente und 
Normale beider Kurven halbiert werden, das Zusammenfallen der 
Tangenten beider aber ausgeschlossen ist, so koinzidiert die Tangente 
( [t') des einen mit der Normale n' (n) des anderen Kegelschnittes. 

Femer ergiebt sich aus 391: Die Winkel der Tangenten- 
paare aus einem beliebigen Punkte der Ebene an die Kegel- 
schnitte einer konfokalen Schar haben dieselben Halbie- 
rungsliuien. 

Krümfliungskreise der Kegelschnitte. 

401. Liegen zwei Kegelschnitte k und ^ einer Ebene 
aus dem Centrum perspektiv und liegt auf einem der- 
selben, so liegt es auch auf dem anderen und beide haben 



Fig. 265. 
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in dieselbe Tangente oder die Kegelschnitte haben in 
eine Berührung erster Ordnung. Denn das Centrum entspricht 
in der Perspektive sich selbst und ebenso die aus ihm an die Kegel- 
schnitte gezogenen Tangenten, die hier in eine zusammenfallen. 
Die beiden Kurven haben zwei mit zusammenfallende Punkte 
gemein, was als Merkmal einer Berührung erster Ordnung gilt 
Die beiden übrigen Schnittpunkte der Kegelschnitte können reell 
sein, falls sich in der Perspektive solche Punkte entsprechen, die 
durch das Centrum nicht getrennt werden, andernfalls sind sie kon- 
jugiert imaginär. In beiden Fällen bestimmen sie die Perspek- 
tivitätsachse e^. 

Berühren sich die Kegelschnitte k und k^ im Perspek- 
tivitätscentrum und geht gleichzeitig die Perspektivi- 
tätsachse e^ durch 0, so haben sie eine Berührung zweiter 
Ordnung. Es fällt nämlich dann von den beiden auf e^ gelegenen 
Schnittpunkten der Kegelschnitte noch einer mit den beiden bereits 
in vereinten zusammen, der vierte von verschiedene ist not- 
wendig reell. Die beiden Kurven haben also drei mit zusammen- 
fallende Punkte gemein und dies ist das Merkmal der Berührung 
zweiter Ordnung oder der Oskulation. 

Im Besonderen kann auch noch der vierte gemeinsame Punkt 
der Kegelschnitte mit zusammenfallen, wodurch zugleich die 
Achse e^ zur gemeinsamen Tangente in wird. Die Berührung ff 
der Kegelschnitte heißt dann von der dritten Ordnung. Eine Be- 
rührung höherer Ordnung können zwei Kegelschnitte nicht haben, 
ohne ganz zu koinzidieren. 

402, Durch einen gegebenen Punkt eines Kegel- 
schnittes läßt sich nur ein den Kegelschnitt in osku- 
lierender Kreis legen. Dieser heißt Krümmungskreis, sein 
Radius Krümmungsradius und sein Centrum Krümmungs- 
mittelpunkt. Das Verhältnis der Längeneinheit zum 
Krümmungsradius bezeichnet man als das Krümmungs- 
maß der Kurve in dem betrachteten Punkte. 

Um die Richtigkeit des unserer Definition vorangestellten Satzes 
zu erkennen, bedenke man, daß ein Kreis durch drei Bedingungen 
bestimmt wird. Alle Kreise, die den gegebenen Kegelschnitt im 
Punkte berühren, erfüllen aber bereits die beiden Bedingungen, 
daß sie durch gehen und dort die Kegelschnittstangente berühren 
(oder ihr Centrum auf der Kegelschnittsnormale haben). Unter 
ihnen wird der Krümmungskreis durch die dritte Bedingimg be- 
stimmt, daß von den ihm und dem Kegelschnitt gemeinsamen 
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Punkten noch ein weiterer mit zusammenfallen soll. Für be- 
sondere Punkte des Kegelschnittes (nämlich für seine Scheitel) kann 
damit zugleich auch der vierte Schnittpunkt sich mit vereinen 
und die Oskulation in eine Berührung dritter Ordnung übergehen. 
403. Es seien die Achsen a und b (Fig. 266) eines Kegel- 
schnittes k und seine Tangente t im Punkte gegeben. Der zu 
gehörige Krümniungskreis sei k^ und K^ sein Centrum auf der 
Kegelschnittsnormalq n. Die Kurven k und k^ liegen perspektiv aus 




Fig. 266. 

dem Centrum und die Achse e^ geht durch 0, Der unendlich 
ferne Punkt von t ist der Pol von n in Bezug auf ä^, folglich der 
Verschwindungspunkt T„ der Tangente t der Pol von n in Bezug 
auf Ä; denn n entspricht sich selbst. Der unendlich ferne Punkt 
von t ist in Bezug auf den Kegelschnitt k der Pol des Durchmessers 
MO, folghch der Fluchtpunkt T^ von t der Pol von 3fO bezüglich 
des Kreises ä^; denn auch MO entspricht sich selbst. Da Ver- 
schwindungs- und Fluchtlinie gleichweit von der Achse resp. dem 
Centrum abstehen, letztere aber vereinigt liegen, so besteht die Re- 
lation OT^ = 0T„, durch welche sich, nachdem T^ als Pol von n 
in Bezug auf k konstruiert ist, T^ bestimmt. Das Centrum K^ des 
Krümmungskreises bestimmt sich daraus, daß seine Verbindungs- 
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linie mit T^ auf der Polare MO dieses Punktes senkrecht steht, 
Die Perspektivitätsachse e^ verbindet mit dem vierten gemein- 
samen Punkte N von k und k^. Sind F und P^ die Schnittpunkte 
von k und k^ mit OM {MF = MO)^ so entsprechen sie einander und 
dem Strahle T^P^ die Parallele zu t durch P; die Perspektivitäts- 
achse e^ geht daher durch den Schnittpunkt beider. Oder mau kann 
e^ auch mittels des Schnittpunktes S = T^K^ X jf^üf bestimmen, oder 
endlich durch den Mittelpunkt der Strecke MR^\t 

Aus dem Vorigen ergeben sich die verschiedensten Kon- 
struktionen des Krtimmungsmittelpunktes K^ für einen 
Punkt des Kegelschnittes. ^ 

404, In dem Kegelschnitte k ist dem Durchmesser MT„ der 
Durchmesser ML\\n konjugiert. Sind femer Ä und B die Schnitt- 
punkte der Achsen a und b mit der Tangente t, so bilden Ä' und 
ff, 1\ und L Punktepaare einer Involution mit als Mittelpunkt 
oder es ist: 
Ferner ist 

A ÖO^' 



OÄ .Off = OT„.OL. 



A OLM, also: K^ 0\0T^^ OL\LM\ 

A ÄLM, also: GO:Off = J'X : XJf. 

Hierbei bezeichnet G^ den Schnittpunkt b x n. Aus den auf- 
gestellten Eelationen folgt sofort: 

K^O OL.OTa, OL OTv OÄ 



00 



Ä'L.OB " OH ' ÄL ÄL' 




Fig. 267. 

Krümmungsmittelpunkt K^ ausschneidet (Fig. 267). 



Hieraus ergiebt sich: 

Erste Konstruktion 
von Ky Man falle aus dem 
Mittelpunkte M des Kegel- 
schnittes das Lot ML auf die 
Tangente t des Punktes 0, 
trage OL als A'L' von J' = ax^ 
auf die Tangente ab, verbinde 
X' mit dem Schnittpunkt 
G = b X n und ziehe durch Ä 
die Parallele zu L'Gj welche 
auf der Normalen n den 



* Eine elegante Ableitung zahlreicher solcher Konstruktionen gab Hr. Pelz 
in der Abhandlung: „Die Krümmungshalbmesserkonstruktionen der Kegelschnitte 
als Korollarien eines Steiner'schen Satzes." (Sitzgsber. d. k. böhm.Ges. d.Wiss. 1 879). 
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405. Ist F=nxa (Fig. 267), so folgt: 

OÄ _ OF 
ÄL LM ' 
Liegt femer der Punkt H auf OMso, daß HG ± w, und ist HK^ 
so wird: 

FO K^O MO HO 1 FO K^O ÄO 

OM'^ HO ' ML" QO' ML " GO " A'L' 

wie es nach der vorstehenden Relation sein muß. Daher folgt: 

Zweite Konstruktion von K^. Im Schnittpunkte G der Nor- 
male n mit der Achse b des Kegelschnittes errichte man auf n ein 
Lot, das den Durchmesser OM in H treffen mag. Die Parallele zur 
anderen Achse a durch H schneidet n im Kxümmungsmittelpunkte 
K^ (Fig. 268). 

406, Nach dem Vorigen ist: 

K^O ^ OA' 
K^Q OL ' 





Fig. 268. Fig. 269. 

Nach Vertauschung der Achsen a und b gelangt man ebenso zu 
der Beziehung : K^O _^ OB 

K^~"ÖL' 

Aus beiden Relationen folgt : ^^^ = 9^ 

K^G OH 

und hieraus: 

Dritte Konstruktion von Zj. Man ziehe durch die 
Parallele zu einer Achse b, schneide sie mit GÄ' in J und lege 
durch / die Parallele zur anderen Achse a, welche n im Krümmungs- 
mittelpunkte K^ trifft (Fig. 269). Denn man erhält dann: 

OH'^ JG " K^G' 
407, Endlich ergiebt sieh noch folgende: 
Vierte Konstruktion von Ky Man errichte im Mittel- 

BoHK u. Pappbbitz I. 18 
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punkte M auf dem Durchmesser MO ein Lot, das die Normale n 
in U schneiden mag und trage auf der Normale die Strecke 
FE vom Punkte G = n x b aus in der zu FH entgegengesetzten 

Richtung ab. Ihr Endpunkt 
ist Zj (Fig. 270). Denn die 
Figuren MFBG und MROÄ 
sind wegen der Gleichheit ihrer 
entsprechenden Winkel ähn- 
lich, also: 

EG:EF=^ OÄ\OB', 

andererseits ist 

K^F\K^G^ OÄ.OB, 

woraus die Behauptung FF = 

K^G folgt. 

408. Es sei eine Ellipse 

durch die konjugierten 
Durchmesser OQ und PÄ gegeben; es soll der Krümmungsmittel- 
punkt K^ konstruiert werden, welcher dem Punkte entspricht. Ist M 
der Mittelpunkt, t\\PR die Tangente in und n die Normale der 
Ellipse, welche den Durchmesser PR in B treflfen mag, so läßt sich 
auf n durch die Beziehung OM^ = MP das Centrum M^ eines zur 
Ellipse affinliegenden Kreises bestimmen. Denkt man sich femer 
durch MmiA. M^ einen Kreis gelegt, dessen Centrum auf der Affini- 
tätsachse t liegt, so schneidet dieser auf t die Punkte Ä und B 
aus, welche auf den Achsen der Ellipse liegen und gleichzeitig mit 




JPig. 270. 



T 

■'■OL 



r'b'z o z* p" a' 



V 




Fig. 271. 

M^ einen rechten Winkel bestimmen. Durch Ä und B als ent- 
sprechende Punkte und als Mittelpunkt ist auf t eine Involution 
bestimmt, in der dem Fußpunkte L des Lotes aus M auf t der 
Verschwindungspunkt % und dem symmetrisch zu gelegenen Punkte 
L' (OB = OL = MB) der Fluchtpunkt T^ entspricht (403). Da 
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und der unendlich ferne Punkt von t, ebenso wie Ä' und £" aus 
M^ durch rechtwinklige Strahlen projiziert werden, so gilt dies auch 
von Z und T^ resp. Z' und T^. Demnach ergiebt sich folgende 
Konstruktion (Fig. 271). 

Man trage von aus auf die Tangente OZ' = MD und auf 
die Normale OM^ = MP ab, ziehe zu ZM^ die Senkrechte durch 
M^, welche die Tangente in 2Jo schneidet. Das Lot aus T^ auf 
OQ gefällt, schneidet die Normale im Krümmungsmittelpunkt K^. 

409. Trägt man von aus auf die Tangente t die Strecke 
MP beiderseits bis P' resp. R ab, so entsprechen sich P' und 22' 
in der Involution und man hat: 

MD . OT^ = MP^, 

denn /_ FM^R ist ein rechter Winkel. Ferner ist A 0DM '^ AT^OK^ 
also: 

Bezeichnet man daher mit p und q die Längen zweier konjugierter 
Halbmesser der Ellipse, mit p^ und q^ ihre senkrechten Abstände 
von den Endpunkten des konjugierten, endlich mit r und s die zu 
diesen Endpunkten gehörigen Krümmungsradien, so hat man: 

r = ^—, s = ^^, 

9i Pi 

Gehen die konjugierten Durchmesser in die Achsen über, so er- 
geben sich für die Krümmungshalbmesser in den Scheiteln der 
Ellipse die Eelationen: 

b ' a 

410. Aus diesen Bemerkungen folgen neue Konstruktionen 
der Krümm,ungscentra bei der Ellipse. 

Sind OQ und PR als konjugierte Durchmesser gegeben und ist 

S der vierte Eckpunkt des Parallelogramms 0MP8, ist femer 0' 

die senkrechte Projektion von auf PB, P' die von P auf OQ, so 

ziehe man die Strecken 00" und PP" resp. den Strecken 00' und 

PP' gleich und entgegengesetzt gerichtet und SK^ JL 0"8 resp. 

SK^ ± F'S\ dann sind K^ auf Oa und K^ auf PP' die Krümmungs- 

mittelpunkte für und P. 

** _ 

Der Beweis folgt aus der Ähnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke 

K^OS und 80&' mit den Kathetenpaaren r, p und p, q^, sowie der 

Dreiecke JEgPA^ und SPP" mit den Kathetenpaaren s, q und q, p^ 

(Fig. 272). 

18* 
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411. Sind die Halbax^hsen MÄ und MB einer Ellipse gegeben, 
so findet man die Krümmnngscentra ihrer Scheitel in folgender 
Weise* Es sei S der vierte Eckpunkt des Rechtecks AMBS\ fällt 



.9 



^y 



^ — ^ 



X 






>«?/ 



o 




Fig. 272. 



Fig. 273. 



man aus ^S^ auf die Diagonale AB ein Lot^ so schneidet dieses auf 
den Achsen die Krümmungsmittelpunkte Z^ und K^ der Scheitel 
A und B aus. Daß hier die Berührung zwischen Krümmungskreis 

und Ellipse von der 
dritten Ordnung wird, 
folgt aus der Symme- 
trie gegen die Achsen. 
(Fig. 273). 

412. Der Krüm- 
mungsmittelpunkt Äj 
eines Kegelschnittpunk- 
tes ist bezüglich des 
Krümmungskreises ä^ Pol 
der unendlich fernen Ge- 
raden; ihm entspricht 
also in der Perspektive 
zwischen dem Kegel- 
schnitt k und dem Krüm- 
mungskreise Äj der Pol 
K der Verschwindungs- 
linie e„ in Bezug auf den 
Kegelschnitt. Die End- 
punkte irgend zweier Durchmesser PjQ^ xmdJR^S^ desKrümmungskreises 
werden aus durch Eechtwinkelstrahlen in die Endpunkte der ent- 




Fig. 274. 
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sprechenden durch K gehenden Sehnen PQ und BS des Kegelschnittes 
projiziert. Es ist also K der Mittelpunkt einer Punktinvolution auf 
dem Kegelschnitt, welche aus durch Rechtwinkelstrahlen projiziert 
wird. Hieraus ergiebt sich folgende Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes K^j für den Fall, daß der Kegelschnitt gegeben ist 
(z. B. durch fünf Punkte), seine Achsen aber nicht konstruiert sind. 

Man ziehe (Fig. 274) aus zwei Paare rechtwinkliger Strahlen, 
die den Kegelschnitt resp. in F und Q, B und S schneiden mögen, 
bestimme die Polare e„ des Schnittpunktes PQ x BS, ziehe ^i || ^t; 
durch 0, e^W e^ in gleichem Abstand mit e^ und suche in der hier- 
durch bestimmten Centralprojektion den entsprechenden Punkt Z^ 
zu K Dieser ist das gesuchte Krümmungscentrum. 



Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte. Spezielle 

Konstruktionen. 



413. Die Abschnitte, welche auf zwei parallelen Tan; 
genten t und u eines Kegelschnittes zwischen ihren Be 





Fig. 275 b. 




Fig. 275 a. 



Fig. 275 c. 

rührungspunkten T und U und ihren Schnittpunkten P und 
Q mit irgend einer dritten Tangente v liegen, haben ein 
konstantes Produkt: 

Py.QZ7= const. 
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Werden nämlich S auf t und B auf u durch irgend eine vierte 
Tangente w ausgeschnitten, so schneiden sich PB und Q8 auf TU 
in iV^(Fig. 276a) und man hat: PT: UR^TSiQU, oder: 

PT.qU^ST.RU. 
Läßt man bei einer Ellipse die Gerade v parallel zu TU 
werden, so findet man den konstanten Wert des Produktes: 

PT.qu=b\ 

wo 2Ä den zu TU = 2 a konjugierten Durchmesser bezeichnet. Gehen 
t, u, ü, w in die vier Scheiteltangenten der Ellipse über (Fig. 275 b)^ 
so bedeuten a und b die Halbachsen. 

Läßt man dagegen bei der Hyperbel die Gerade v in eine 
Asymptote übergehen, so ergiebt sich, da jetzt Pfund QU ent- 
gegengesetzte Richtung haben: 

PT.QU== -^^ 
wo 2* die Länge der Tangenten in den Endpunkten des Durch- 
messers TU = 2a zwischen den Asymptoten bezeichnet. Gehen 
speziell t, u, v, w in die Scheiteltangenten und Asymptoten über 
i(Fig. '2750), so bedeutet a die reelle und ^ die sogenannte imaginäre 
Halbachse der Hyperbel. 

414. Es seien MX und Jlfr konjugierte Durchmesser des Kegel- 
schnittes und MF parallel zu t und u. Wir legen ihnen (wie in 
der Figur durch Pfeile angedeutet) einen bestimmten Durchlaufungs- 
sinn bei. Die parallel zu MX resp. zu MT gemessenen Abstände 
irgend eines Punktes der Ebene von MT resp. MX nennen wir 
seine Koordinaten x, y und geben ihnen das positive oder negative 
Vorzeichen, je nachdem sie mit MX und MY von gleichem Sinn 
sind oder nicht. X und Y seien die unendlich fernen Punkte der 
betrachteten konjugierten Durchmesser. Letztere würden in der 
Sprache der analytischen Geometrie als Achsen des schiefwinkligen 
Koordinatensystems zu bezeichnen sein und ihr Schnittpunkt M 
als Koordinatenanfangspunkt. 

Das Dreieck PQY ist dem Kegelschnitt umschrieben; die Ver- 
bindungslinien seiner Ecken mit den Berührungspunkten der Gegen- 
seiten: PU, QT, YV schneiden sich daher in einem Punkte L (269). 
Ist daher noch K = MX x YV, so ergeben sich die Beziehungen : 

KL KU VQ LV 1 j^r rir KL TK . , . 
Yp^TÜ^ PQ = TP^ ^^'^ ^^ = ^^' ÜQ= TU ^°^ hieraus: 

KL^ _ KÜ.TK 
TP.UQ'~ TU^ • 
Setzt man x, y als Koordinaten des Kegelschnittpunktes F", so hat 
man MK = ar, KT =- 2.KL = y, KU = a — x, TK=a + x, und über- 
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dies TF. UQ = ± b^y je nachdem eine Ellipse oder Hyperbel vor- 
liegt. Demnach erhält man: 



_ j- ?_ 

a« ■*" b^ 



= 1 



als Gleichung der Ellipse und: 

?1 _ ^ — 1 

als Gleichung der Hyperbel, beide bezogen auf zwei konjugierte 
Durchmesser (oder speziell die Achsen) als Koordinatenachsen. 

Ä.US 395 folgt für die Ellipse, daß der Abstand ihrer reellen 
Brennpunkte von den Scheiteln der Nebenachse b der halben 
Hauptachse a gleich, folglich ihr Abstand vom Mittelpunkt 

ist. — Wendet man andererseits den Satz in 398 auf eine Scheitel- 
tangente der Hyperbel an, so ergiebt sich der Mittelpunktsabstand 
ihrer Brennpunkte 

^= ±ya^ + b\ 

Hiemach können die Brennpunkte beider Kegelschnitte leicht aus 
den gegebenen Achsen konstruiert werden. 

415. Konstruktion der Ellipse aus den Achsen. Es 
seien OÄ = a, OB = b (Fig. 276 a) die gegebenen Halbachsen einer 
Ellipse k. Man schlage 
um zwei Kreise k^ und 
Äg resp. vom Radius a 
und b. Jeder von ihnen 
kann als zur gesuchten 
Ellipse affingelegen gel- 
ten, wenn man den Halb- 
achsen 'der letzteren die 
auf ihnen gelegenen Ra- 
dien von Äj und k^ zu- 
ordnet, also A ^OB ent- 
weder zu A Ä^OB^ oder 
zu A ^<pB^ entspre- 
chend setzt, wobei jedes- ^^' 

mal ein Paar affiner Strecken zusammenfällt. Die A£&nitätsachse 
ist entweder OA oder OB^ die Affinitätsstrahlen sind in beiden 
Fällen zu ihr rechtwinklig. — Zu einem Punkte P^ auf k^ wird 
der affine Ellipsenpunkt P auf PjaS JL OA mittels der Beziehung 

PS:P^S = BO:B^O r= P^O:P^O 
gefunden, indem man P^O mit k^ in P^ schneidet und P^P\\08 zieht. 
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Fig. 276 b. 



P ist zugleich der affine Punkt zu P^ auf \, — Ist z_ OP^^^ = E, 
also P^y die Kreistangente in P^, so ist PT die Ellipsentangente 
in P. — Ist PiVjL Py, also die Ellipsennormale, so liegt ihr 
Schnittpunkt N mit OP^ auf einem Kreise vom Radius (a + V) um 0. 

Setzt man nämlich P, fx P^P=B, 
so folgt aus der Ähnlichkeit von 
APPiT mit APPa^ und von 
A PPiÄ mit A PPg^i die Re- 
lation : 

P^P^:P^N=P^B:BT=P^P^:OP^ 
d.h. PiiV^= OP^^b. 

416. Das eingeschlagene 
Verfahren ergiebt auch die 
Lösung der Aufgabe: zu einem 
nur der Richtung nach ge- 
gebenen Durchmesser der 
Ellipse den konjugierten zu bestimmen. Ein in der gegebenen 
Richtung aus gezogener Strahl (Fig. 276b) schneide die Kreise 

Äj und k^ resp. in den 
Punkten U und V\ man 
konstruiere aus diesen 
wie vorher den Ellipsen- 
punkt W. Zieht man 
ferner durch U und T 
Parallelen zu OÄ und 
OBj welche sich in X 
schneiden mögen, so ent- 
spricht, wenn man die 
Affinität zwischen k^ und 
k zu Grunde legt, der 
Punkt X dem Punkte T, 
weil U dem W entspricht, 
und folglich der Strahl 
OX dem Strahle OL 
Yig, 277. Schneiden nun k^ und k^ 

OX in Pj und P^, einen 
zu OX rechtwinkligen Strahl OY aber in Q^ und Q^ , so findet man 
hieraus P als einen Endpunkt des gegebenen, Q als einen Endpunkt 
des konjugierten Durchmessers der Ellipse. 

417, Konstruktion der Achsen aus konjugierten Durch- 
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messern der Ellipse. Irgend zwei konjugierte Halbmesser OC 
und OD einer Ellipse (Fig. 277) werden aus rechtwinkligen Halb- 
messern OC^, OD^ resp. OGj, OD^ des um- und eingeschriebenen 
Kreises (vom Radius a und b) erhalten, indem man resp. zu den 
Achsen parallel C^C, C^C und D^^D, D^D zieht. "Wird das recht- 
winklige Dreieck DD^D^ um das Centrum durch den z. DOU = R 
gedreht, so erhält es die Lage JSCy^C^, in welcher seine Katheten 
wiederum den Achsen parallel liegen. Ist M der Schnittpunkt der 
Diagonalen des Rechteckes CC^JSC^, also MC = MC^ = MJS = MC^, 
so schneidet ein Kreis um M vom Radius MO den Strahl CH in 
Punkten Ä' und D" der Achsen und überdies folgt: 

OC^ = EB = CA' = b. 

Sind umgekehrt OC und OD als konjugierte Halbmesser ge- 
geben, so ergeben sich folgende zwei einfache Konstrulctionen 
der Achsen. Man ziehe OE ±, und = OD, halbiere CjE^in Jlfund 
schneide entweder CE mit einem Kreise vom Radius MO in Ä' und 
F oder OM mit einem Kreise vom Radius MC in C^ und C^, Im 
ersten Falle sind aus die Achsen nach Ä und B' zu ziehen und 
OA = EÄ resp. OB = EB' als ihre Längen aufzutragen. Im zweiten 
i^iOÄ\\EC^ und = 0C\, 05||^(73 und = OC'g. Die erste Kon- 
struktion ist genauer. 

418. Läßt man C die Ellipse durchlaufen, so geschieht dies 
auch mit dem Endpunkt D des zu OC konjugierten Halbmessers 
OD, Man erhält dann durch die erste der vorigen Konstruktionen 
andere und andere Punkte Ä und B' auf den Achsen; immer aber 
ist BC = a, ÄC = b, also die Strecke AB von der konstanten 
Länge (a + ^). Hieraus folgt der bekannte Satz: Gleitet eine 
Strecke ^'^ mit ihren Endpunkten auf zwei rechtwinkligen 
Geraden, so beschreibt ein Punkt C, der sie in die Teile a 
und b zerlegt, eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. 
Auch dieser Satz kann zu einer Konstruktion verwertet werden. 

419. Da die Asymptoten einer Hyperbel von je zwei kon- 
jugierten Durchmessern harmonisch getrennt werden, so liegt die 
Mitte einer Sehne AB auf demjenigen Durchmesser, zu dessen kon- 
jugiertem die Sehne parallel läuft und bildet zugleich die Mitte der 
auf ihr von den Asymptoten ausgeschnittenen Strecke CD (Fig. 278). 
Daher folgen die Sätze: 

Die Strecken, welche auf einer Sekante zwischen der 
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Hyperbel und ihren Asymptoten liegen, sind einander 
gleich. 

Hiernach kann die Hyperbel leicht aus ihren Asymptoten und 
einem ihrer Punkte A konstruiert werden. Auf einem Strahle aus 




Fig. 278. 

Ä, der die Asymptoten in D und JE trifft, erhält man den zweiten 
Hyperbelpunkt B durch die Relation AS = DB. 

Die Strecke BS, welche die Asymptoten auf einer Tan- 
gente der Hyperbel begren- 
zen, wird vom Berührungs- 
punkte T halbiert. 

430. Aus 268 folgt: Der 
Diagonalenschnittpunkt U eines 
einem Kegelschnitt umschriebenen 
Vierecks PQBS liegt mit den Be- 
rührungspunkten je zweier Gegen- 
seiten in gerader Linie. Nehmen 
wir bei einer Hyperbel die Asymp- 
toten als zwei G-egenseiten FQ 
und BS eines Tangentenvierecks 
und zwei beliebige Tangenten als 
die beiden anderen Gegenseiten, 
so liegen die beiden Berührungs- 
punkte der ersteren unendlich 
fern und folglich sind die Diago- 
nalen PB und SQ einander parallel 
(Fig. 279). Hieraus folgt weiter, daß die Dreiecke PQB und PSB 
inhaltsgleich sind und (wenn man von beiden das Dreieck MFB 
abzieht), daß das Gleiche von den Dreiecken MPS und MQB 
gilt. Also: 




Fig. 279. 
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Das von einer beliebigen Tangente der Hyperbel 
und ihren Asymptoten begrenzte Dreieck hat konstanten 
Flächeninhalt. 

421. Aus dem Parallelismus von PR und SQ folgt femer: 

MP,MS= MQ.ME = const. 

Nimmt man daher die Asymptoten als Koordinatenachsen und setzt 
für den Hyperbelpunkt T die Koordinaten 

x = Mr =\MS, y^MT' ^\MP 

an, so folgt als Gleichung der Hyperbel: 

xy =r const. 

Das Produkt der Abstände eines Hyperbelpunktes von 
den Asymptoten ist konstant, wenn diese Abstände jedes- 
mal in der Parallelen zur anderen Asymptote gemessen 
werden. 

Stehen die Asymptoten einer Hyperbel aufeinander 
senkrecht, so heißt sie gleichseitig. In diesem Falle folgt näm- 
lich aus 414: b = a, 

433. Verbindet man die Mitte F einer Sehne ?7r der Parabel 
mit ihrem Pole Z, so ergiebt sich ein Durchmesser Zff, Ist 




Fig. 280. 

sein Schnittpunkt mit der Parabel, so ist, weil der zweite Schnitt- 
punkt unendlich fem liegt, die Mitte der Strecke ZJF, oder es 
besteht der Satz: 

Die Strecke zwischen dem Mittelpunkt einer Parabel- 
sehne und ihrem Pole wird von der Parabel halbiert. 

Ist m eine beliebige Parabeltangente und M ihr Berührungs- 
punkt, sind P und Q ihi'e Schnittpunkte mit zwei anderen Tangenten 
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ZI und V, endlich S und B deren unendlich ferne Punkte, so bildet 
PQR8 ein der Parabel umschriebenes Viereck mit zwei unendlich 
fernen Ecken und einer im unendlich fernen Punkte X der Parabel 
beiiihrenden Seite RS, Der Diagonalenschnittpunkt N = PR x QS 
liegt auf dem Durchmesser MX und LPNQ ist ein Parallelogramm. 
Ferner ist /^^NPU r^ A ^Q^. Hieraus folgen die Beziehungen: 

UN _PU_P£ PN _ LQ _ PU 
NV "" QN "" LP ' QV '^ QV LP 

Daher ergiebt sich: 

Auf zwei Parabeltangenten werden die Strecken 
zwischen ihrem Schnittpunkt und ihren Berührungspunkten 
von- jeder dritten Tangente nach demselben Verhältnis 
geteilt. 

433. Es sei Y der unendlich ferne Punkt der Parabeltangente 
MP, Wir wählen MX und MY als Koordinatenachsen und setzen 
als Koordinaten des Parabelpunktes U 

x:=MU\ y= U'U 
als die des Punktes F 

X = MF, y' = FF 

an. Man erhält nun: 

LO LQ V'V 



folglich: 



oder als Gleichung der Parabel 



MV ~ 


QV 


vv 


MU' 
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Pü 
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V'ü 

vv 


MV 


U'V 


MV 


~~ vv 
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X 







oder, wenn man y'^ = 2/?a:' setzt: 

Mißt man die Abstände beliebiger Punkte der Parabel 
von einer festen Tangente parallel zu dem aus ihrem Be- 
rührungspunkt gezogenen Durchmesser und die Abstände 
von diesem parallel zu jener, so verhalten sich erstere 
wie die Quadrate der letzteren. Oder: Die Abscissen der 
Parabelpunkte verhalten sich wie die Quadrate ihrer Or- 
dinaten. 



SECHSTES KAPITEL. 



Ebene und Eaumkurven. 

Unendlich kleine GröfBen. Erzeugung ebener Kurven. 

434, Bei dem Studium der Kurven wird es nötig von dem Begriff 
der unendlich kleinen Größen Gebrauch zu machen; es er- 
scheint daher als unerläßlich auf diesen Begriff etwas näher ein- 
zugehen. Als unendlich klein haben wir jede Größe an- 
zusehen, die kleiner als jede beliebig kleine angebbare 
Größe ist. Vergleichen wir zwei endliche Größen, so sagen wir, 
daß dieselben in einem Verhältnis stehen, dieses Verhältnis drückt 
sich durch eine endliche Zahl aus. * Die Zahl kann hierbei entweder 
genau angegeben werden oder sie liegt innerhalb zweier Grenzen, 
deren Unterschied den Grad der Genauigkeit für das wirkliche 
Verhältnis der beiden Größen angiebt. Setzt man an Stelle des 
wirklichen Verhältnisses einen der beiden Grenzwerte, so begeht 
man einen Fehler, der jedenfalls nicht größer ist als die Differenz 
der Grenzwerte. Steht eine Größe zu einer endlichen Größe in 
keinem endlichen Verhältnis mehr — oder läßt sich dieses 
Verhältnis nicht mehr in endliche Grenzen einschliessen — so ist 
jene Größe entweder unendlich klein oder unendlich groß. 
Unendlich kleine Größen, die von einander abhängig sind, können 
untereinander verglichen werden; es dient dabei eine als Maßstab 
der übrigen, die mit ihr in irgend einem festen Zusammenhange 
stehen. Von mehreren unendlich kleinen Größen ist stets eine als 
unabhängig, die anderen sind als von ihr abhängig zu betrachten, 
die erstere heißt unendlich klein von der 1. Ordnung, die 
letzteren können von verschiedener Ordnung unendlich klein sein. 
Zwei unendlich kleine Größen, die in einem endlichen Verhältnisse 
stehen, nennt man unendlich klein von derselben Ordnung. 
Größen heißen unendlich klein von der 1., 2., 3. . . . tw. Ordnung, 
wenn sie zu der 1., 2., 3. . . . /w. Potenz einer unendlich kleinen 
Größe 1. Ordnung in einem endlichen Verhältnis stehen. Die Zahl 
m kann hierbei auch gebrochen oder irrational sein; für unsere 
Untersuchungen kommen indeß nur ganze Zahlen in Betracht, 
wenigstens bei geeigneter Wahl der als unabhängig veränderlich 
gedachten Größe. 
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Sollen mehrere Größen zu einander addiert werden, so kommen 
die unendlich kleinen Größen den endlichen gegenüber 
nicht in Betracht und ebenso werden unendlich kleine 
Größen höherer Ordnung gegenüber solchen niedrigerer 
Ordnung weggelassen. Denn der Fehler, der dadurch begangen 
wird, steht in keinem endlichen Verhältnis mehr zu dem beim Weg- 
lassen der genannten Größen erzielten Resultate. 

425. Bei der Untersuchung bestimmter Werte können unendlich 
kleine Größen in zweifacher Weise ihre Verwendung finden. Einmal 
kann ein bestimmter Wert als Grenzwert des Quotienten zweier 
voneinander abhängiger unendlich kleiner Größen auftreten, das 
will sagen als derjenige Wert, den der Quotient zweier Größen 
annimmt, wenn man die eine, und damit zugleich die zweite davon 
abhängige unendlich klein werden läßt. Zum anderen wird man 
durch Teilung einer endlichen Größe in eine Anzahl gleicher oder 
ungleicher Teile zu unendlich ktfeinen Größen gelangen, wenn man 
die Anzahl der Teile unbegrenzt vermehrt. Von beiden Begriffen 
werden wir weiterhin Gebrauch machen, sowohl vom Grenzwert 
wie von der unbegrenzten Teilung. 

426. Einige Beispiele von unendlich kleinen Größen verschiedener 
Ordnung, die weiterhin ihre Verwendung finden sollen, mögen zum 
besseren Verständnis des Gesagten gleich an dieser Stelle mit- 
geteilt werden. In einem rechtwinkligen Dreieck Ä£C mit der 

Hypotenuse Ä£ werde der z_ A unendlich klein 
-^If2^___ von der 1. Ordnung, dann ist auch £C unendlich 

klein 1, Ordnung, aber Ä£ — ^Cwird unendlich 
klein von der 2. Ordnung. Denn trägt man 
AD = ÄC auf der Hypotenuse auf, so ist /__ DCB 
=^ \ L. Ä und folglich der Quotient DB : BC eine unendlich Ptleine 
Größe 1. Ordnung. Wird in dem rechtwinkligen Dreieck ÄJBC mit 
dem unendlich kleinen z_ Ä auch noch die Seite AO unendlich 
klein von der 1. Ordnung, so folgt aus der Ähnlichkeit dieses 
Dreiecks mit dem früheren, daß BC von der 2. Ordnung und AS — AC 
von der 3. Ordnung unendlich klein wird. 

Zwei Ebenen A und B mögen sich in einer Geraden t schneiden; 
durch einen Punkt Q von t ziehen wir eine Gerade u in der Ebene 
B und wählen auf u einen Punkt R, Der Winkel der beiden Ebenen 
sei fjj der der beiden Geraden sei 6. Werden gleichzeitig ?;, « und 
QR unendlich klein von der 1. Ordnung, so ist das Lot von R auf 
t unendlich klein von der 2. Ordnung, der Winkel von u und A 
ebenfalls unendlich klein 2. Ordnung und das Lot von R auf A 
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Fig. 282. 



unendlich klein von der 3. Ordnung. Die Differenz QB — QB^, wo B' 
die Projektion von B auf t ist, ist unendlich klein 3. Ordnung, und 
die Differenz QB — QBf\ wo Ä" die Projektion von 
R auf A ist, ist unendlich klein von der 5. Ordnung, 
wie man sofort aus dem ersten Beispiel erkennt. 

437. Die Entstehung einer ebenen Kurve kann 
man sich in doppelter Weise vorsteDen, einmal durch 
Bewegung eines Punktes, zum anderen durch Bewegung 
einer Geraden. Wir wollen zunächst die ebene Kurve 
als die Bahn eines bewegten Punktes auffassen. Zwei 
unmittelbar auf einander folgende Lagen des be- 
wegten Punktes sollen als benachbarte, konse- 
kutive oder Nachbarpunkte der Kurve bezeichnet 
werden, wobei der Abstand benachbarter Punkte 
als unendlich klein zu denken ist. Zwei Nachbarpunkte be- 
grenzen einen unendlich kleinen Teil der Kurve, ein Kurven- 
element. Eine Kurve heißt in einem Punkte stetig, wenn es zu 
diesem nach beiden Seiten Nachbarpunkte gibt, unstetig dagegen, 
wenn er ein freies Ende bildet. Wir betrachten nur stetige Kurven. 

Eine Gerade, die zwei Kurvenpunkte Ä und B miteinander 
verbindet, heißt Sekante, die Strecke AB selbst heißt Sehne. 
Hält man den Punkt Ä fest, während man den Punkt B auf der 
Kurve sich stetig bewegen und dem Punkte Ä unbegrenzt nähern 
läßt, so wird auch die Sekante AB sich stetig um ihren Endpunkt 
Ä drehen und schließlich einer bestimmten Geraden t durch A sich 
unbegrenzt nähern. Diese Gerade t heißt 
die Tangente der Kurve im Punkte A; 
der Winkel, den Tangente und Sekante mit- 
einander einschließen, wird beim Grenzüber- 
gang zugleich mit der Strecke AB unendlich 
klein. Im allgemeinen ist es gleichgültig, von welcher Seite der 
Punkt B sich dem Punkte A unbegrenzt nähert, man erhält dabei 
die nämliche Grenzlage t, und sagt die Kurve sei im Punkte A 
stetig in Bezug auf ihre Tangente. In Punkten, wo man 
zu zwei Grenzlagen gelangt, je nachdem sich B von der einen oder 
anderen Seite dem Punkte A nähert, bildet die Kurve eine Ecke 
und ist dort unstetig in Bezug auf ihre Tangente; solche Fälle 
schließen wir hier zunächst aus. Eine Tangente hat mit der Kurve 
zwei benachbarte Punkte, oder ein Kurvenelement gemein. 

438. Durch Bewegung einer Geraden in einer Ebene entsteht 
ebenfalls eine Kurve, die hierbei als Hüllkurve aufeinander folgender 




Fig. 283. 
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Geraden, ihrer Tangenten, erscheint, entsprechend den Lagen der 
bewegten Geraden. Zwei unmittelbar aufeinander folgende Lagen 
der bewegten Geraden, liefern benachbarte oder konsekutive 
Tangenten, deren Winkel unendlich klein ist und als Kontin- 
genzwinkel bezeichnet wird. Diese Erzeugungsweise einer Kurve 
ist zu der erstgenannten dual und nach dem Prinzip der Dualität 

(vergl. 340) können wir aus den obigen Ee- 
sultaten die folgenden ableiten. Betrachten 
wir eine feste Tangente t unserer Hüllkurve 
und eine bewegliche, die sich jener unbe- 
p. 234 grenzt nähert, so bestimmt diese auf t eine 

Punktreihe, deren Punkte sich bei der Be- 
wegung einer bestimmten Grenzlage Ä unbegrenzt nähern, die 
eben den Berührungspunkt von t repräsentiert. Die Kurven- 
punkte sind als Schnittpunkte benachbarter Tangenten aufzufassen. 
Zwei unendlich nahe Punkte oder zwei Gerade mit unendlich 
kleinem Winkel sind als zusammenfallend und nicht verschieden an- 
zusehen. Nur bei dem Grenzprozeß, wenn die gegen Null ab- 
nehmende Strecke oder der gegen Null abnehmende Winkel mit 
anderen davon abhängigen Größen verglichen wird, muß auf diese 
unendlich kleinen Größen Rücksicht genommen werden. 

439. Bildet man die Punkte und Tangenten einer ebenen Kmre 
durch Parallel- oder Centralprojektion ab, so erhält man Punkte und 
Tangenten einer neuen Kurve, der Projektion der ersteren. Es ist 
nach den vorausgegangenen Definitionen unmittelbar klar, daß die 
Stetigkeit einer Kurve eine projektive Eigenschaft ist, d.h. 
sich bei beliebiger Projektion nicht ändert. Nur für unendhch 
ferne Punkte einer Kurve bedarf dieses noch der Erläuterung. 
Projiziert man einen Kurvenpunkt Q unendlich fern, so verlaufen 
die Projektionen der beiden Kurvenstücke, die in ihm zusammen- 
stossen, ins Unendliche. Läßt man einen Punkt auf dem einen oder 
anderen unendlichen Kurvenast sich nach dem Unendlichen hin- 
bewegen, so nähert sich die zugehörige Tangente in beiden Fällen 
der nämlichen Grenzlage, die als Asymptote bezeichnet wird 
und die Tangente in dem unendlich fernen Punkte der beiden 
Kurvenäste darstellt. Sie ist eben die Projektion der Tangente in 
dem Punkte Q der ursprünglichen Kurve, dessen Projektion ins 
Unendliche fällt. Da die Teile der ursprünglichen Kurve in Q zu- 
sammenhängen, so sagt man auch von zwei unendlichen Asten niit 
der gleichen Asymptote, daß sie im Unendlichen zusammenhängen. 
Liegt die Kurve in der Nähe des Punktes Q ganz auf einer Seite 
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der Tangente, wie z. B. beim Kreise, so liegen die unendlichen Aste 
der Projektion auf verschiedenen Seiten ihrer Asymptote, wie z. B. 
bei der Hyperbel (vergl. 169 u. 279). 

430, Betrachten wir jetzt gleichzeitig die doppelte Erzeugung 
einer ebenen Kurve, indem wir einen Punkt mit seiner zugehörigen 
Tangente ins Auge fassen. Geht der Punkt in eine Nachbarlage 
über, so schreitet er auf seiner Tangente fort und die benachbarte 
Tangente entsteht aus der anfänglichen durch Drehung um ihren 
Berührungspunkt. Auf diese Weise rollt die Tangente auf der 
Kurve ohne zu gleiten, indem sie sich nur um ihren jeweiligen Be- 
rührungspunkt dreht. Das Fortschreiten des Berührungspunktes 
auf der Tangente kann aber in zweierlei Kichtungssinn erfolgen, 
ebenso kann die Drehung der Tangente um ihren Berührungspunkt 
in zweierlei Drehsinn stattfinden. Passiert nun der bewegliche 
Punkt einen festen Punkt P der Kurve, so kann ein verschiedenes 
Verhalten eintreten. Entweder bleiben Fortschreitungssinn und 
Drehsinn beim Passieren von Pungeändert, dann ist P ein gewöhn- 
licher Kurvenpunkt, oder der Drehsinn ändert sich allein, dann 
ist Pein Wendepunkt, oder der Fortschreitungssinn allein ändert 
sich, dann ist P ein gewöhnlicher Rückkehrpunkt oder Spitze, 
oder endlich beide ändern sich gleichzeitig, dann bildet P eine 
Schnabelspitze (vergl. die Fig. 302). 

Zu diesen besonderen oder singulären Punkten der Kurve 
gesellt sich noch der Doppelpunkt; es ist ein Punkt, in dem die 
Kurve sich selbst durchschneidet. Im Doppelpunkt giebt es zwei 
Tangenten, nämlich an jeden Kurvenast durch ihn eine. Durch das 
Gesetz der Dualität gelangt man von 
den Doppelpunkten zu den Doppel- 
tangenten, diese besitzen zwei Be- 
rührungspunkte (Fig. 285). Rückkehr- 
punkte und Wendepunkte entsprechen „. 

sich nach dem Gesetz der Dualität 

gegenseitig, während die Schnabelspitze sich selbst entspricht. 
Durch Vereinigung mehrerer solcher Singularitäten können höhere 
singulare Punkte entstehen, so die Selbstberührungspunkte, die 
vielfachen Punkte u. s. w.; die aufgezählten Vorkommnisse werden 
indeß für unsere weiteren Untersuchungen genügen. 

Es ist hier noch darauf hinzuweisen, daß auch gelegentlich 
einzelne Punkte — die keinem Kurvenast angehören — einer Kurve 
zuzurechnen sind, indem sie dem nämlichen Gesetze folgen wie die 

BOHN u. Pappebitz. I. 19 




290 Ebene und Baumkurven, 



übrigen Kurvenpunkte. Solche Punkte heißen isolierte Punkte und 
sind als Doppelpunkte aufzufassen, durch die indeß keine reellen 
Kurvenäste hindurchgehen. 



Konstruktion von Tangenten und Normalen. 

431. In vielen Fällen lassen sich direkt aus der geometrischen 
Definition einer Kurve beliebig viele Punkte derselben und in ihnen 
die Tangenten konstruieren. Vermittelst dieser Punkte und Tangenten 
oder auch der Punkte allein kann dann die Kurve mit ziemlicher 
Genauigkeit gezeichnet werden, wenn sie in den Punkten und 
Tangenten stetig ist, und nur mit solchen Kurven werden wir es 
zu thun haben. Durch Übung erlangt man ein so empfindliches 
Gefühl für den stetigen Verlauf einer Kurve, daß man sich schon 
mit verhältnismäßig wenigen Punkten begnügen kann und gleichwohl 
eine genaue Zeichnung der Kurve gewinnt. Dabei ist zu bemerken, 
daß man gut thut, dort wo die Kurve schärfer gekrümmt ist, mehr 
Punkte zu bestimmen als wo sie nur wenig gekrümmt ist. Da die 
Bestimmung einzelner Kurvenpunkte immer mit geringen Fehlem 
behaftet jist, so kann es, wenn zu viele Punkte bestimmt sind, vor- 
kommen, daß eine durch diese Punkte gezogene Kurve eine fehler- 
hafte wellige Form annimmt; die Kurve muß dann so gezeichnet 
werden, daß sie einen richtigen Eindruck macht, wobei die be- 
stimmten Punkte teils auf der Kurve, teils rechts und links in kleinen 
Abständen — den Fehlem entsprechend — liegen müssen. Im all- 
gemeinen ist es zweckmäßig außer Punkten auch einige Tangenten. 
Und wo es leicht ausführbar ist, Krümmungskreise aufzusuchen. 

432. Liegt nun eine Kurve gezeichnet vor, so läßt sich die 
Aufgabe lösen, von einem Punkte Ä an dieselbe die Tangente 
t zu legen und deren Berührungspunkt £ zu bestimmen. 

Die Tangente zieht man direkt durch Anlegen des Lineals, 

was sich leicht mit großer Schärfe 
ausführen läßt. Dagegen wird ihr 
Berührungspunkt B ungenau; durch 
Bestimmung einer durch ihn ver- 
laufenden Fehlerkurve kann er 
indessen mit ziemlicher Genauigkeit 
^^' ' gefunden werden. Zieht man nänüich 

durch Ä mehrere Sehnen — gewöhnlich zwei oder drei — die der 
Tangente ziemlich nahe liegen, so liegen ihre Mittelpunkte auf einer 
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Kurve, die verlängert offenbar durch den gesuchten Berührungs- 
punkt £ verlaufen muß. Denn die Sehnen durch A kann man als 
fehlerhafte Tangente nund ihre Mittelpunkte M^, M^, , , , als ihre 
Berührungspunkte auffassen, da die wirkliche Tangente eine unend- 
lich kleine Sehne und ihr Mittelpunkt den Berührungspunkt bildet. 
Die der Tangente am nächsten liegende Sehne muß so gewählt 
werden, daß sie noch brauchbare Schnittpunkte mit der Kurve 
bildet, aber sich doch nicht zu weit von der Tangente entfernt. 

Liegt der Punkt Ä unendlich fern, d. h. soll t eine vorgeschriebene 
Richtung aufweisen, so verfährt man ganz wie vorher, nur werden 
dann die benutzten Sehnen parallel. Man kann auch andere Fehler- 
kurven benutzen, doch kann man sich auf die angegebene als die 
einfachste beschränken, da sie nicht weniger genau als andere ist. 

Ist der Punkt £ ein Wendepunkt der Kurve, so ist die Kon- 
struktion nicht mehr direkt anwendbar, weil die Strahlen aus Ä die 
Kurve in der Nähe des Wendepunktes nur in je einem Punkte 
schneiden. Man zieht dann durch Ä zwei Paar, in Bezug auf t 
symmetrische Strahlen und bestimmt die zu ihren Schnittpunkten 
mit der Kurve symmetrischen Punkte. Jetzt liegen wieder auf jedem 
Strahl zwei Punkte und die Mittelpunkte ihrer Strecken ergeben die 
Fehlerkurve. 

Es mag bemerkt werden, daß die Fehlerkurve bei einem Kreise 
wieder ein Kreis, bei einem Kegelschnitt wieder ein Kegelschnitt ist. 
433. In einem Punkt £ einer Kurve, die gezeichnet vor- 
liegt, die Tangente zu ziehen. 

Um £ als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis und lege 

verschiedene Geraden durch £. Auf diesen schneidet die gegebene 

Kurve die Sehnen £0^^, £C^, ... 

aus, während der Kreis auf ihnen 

die Radien ££^,'£1)^, , . . bestimmt, 

die von £ aus nach derselben Seite 

liegen. Verschiebt man nun auf 

diesen Geraden die Sehnen £C^^ 

BC^ ... bis ihr Endpunkt £ nach 

-öj, -Dg ... fällt, so definieren ihre 

anderen Endpunkte, die in jE'^, ^g • • • 

liegen, eine Fehlerkurve. Auf jedem 

Strahl durch £ ist nun die Strecke 

zwischen Kreis und Fehlerkurve ^^* ^^^* 

gleich der Länge der bezüglichen Sehne, also geht die gesuchte 

Tangente t durch den Schnittpunkt E von Kreis und Fehlerkurve« 

19* 
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Schneidet der Kreis die gegebene Kurve in C^ und C^ = D^, so fällt 
^3 mit B zusammen und es ist BD^ = JÖ^^^, die Fehlerkurve 
berührt also die Gerade BC^ im Punkte B, Außer den Strahlen 
BC^ und BB^ wird man noch zwei weitere BCj^ und BC^ benutzen, 
flir welche BC^ = BC^ nahezu dem halben Kreisradius gleich ist. 

Statt des Hilfskreises kann man auch jede andere Hilfskurve 
wählen, z. B. mit Vorteil eine Gerade, die mit der gesuchten Tangente 
nahezu einen rechten Winkel einschließt. 

434. Ein anderes zweckmäßiges Verfahren besteht darin, daß man 
um B Kreise schlägt, die auf der gegebenen Kurve Punktepaare 
C^-Dj, Cgi^g • • • ausschneiden. Die Geraden C^Di, C^B^ . . . umhüllen 
dann eine Kurve, die auch von der gesuchten Tangente berührt 
werden muß. Denn die letztere ergiebt sich durch Benutzung eines 
Kreises mit unendlich kleinem Radius. Es sind mindestens drei 



Fig. 288. 

Hilfskreise zu benutzen; durch die bezüglichen drei Geraden wird dann 
die angenäherte Lage eines Kurvenstücks bestimmt, das sie zu Tan- 
genten hat, und mit dessen Hilfe die gesuchte Tangente sich 
zeichnen läßt. Die durch die Hilfskreise bestimmten Geraden schnei- 
den sich zwar unter sehr spitzen Winkeln, so daß ihre Schnitt- 
punkte nicht sehr genau werden; das hat indessen wenig Einfluß 
auf die Genauigkeit des Resultates. 

Da die Normale in einem Punkte einer Kurve diejenige 
Gerade ist, die auf der bezüglichen Tangente senkrecht steht, so 
kann nach dem Vorausgehenden mit Hilfe der Tangente die Normale 
in einem gegebenen Kurvenpunkte gezeichnet werden. Dagegen 
bedarf die folgende Aufgabe noch der Erwägung. 

435. Von einem Punkte A außerhalb einer in Zeichnung 
vorliegenden Kurve an dieselbe eine Normale zu ziehen. 

Man ziehe um A als Mittelpunkt mehrere Kreise mit zu- 
nehmenden Radien, von denen der größte die gegebene Kurve bereits 
in zwei nahe bei einander liegenden Punkten (7^, B^ schneidet. Auch 
die übrigen Kreise schneiden Punktepaare C^B^^ . . . aus und die 
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Mittelpunkte der Sehnen C^B^, C^D^ ■ • • ^'1^^" si^ß Fehlerkurve, 

die die gegebene Kurve in dem Fußpunkt B der gesuchten Normalen 

schneiden muß. Da nämlich die Fehler- ^ 

kurve der Ort der Mittelpunkte aller 

Sehnen ist, die durch die Kreise um 

den Mittelpunkt A bestimmt werden, 

ao muß der Kreis durch B die Kurve 

in £ berühren, sein Radius AB steht 

also auf der Kreistangente in B, die 

zugleich Kurventangente ist, senkrecht. 

Man muß mindestens drei Hiifskreise 

anwenden. Fig. 289, 

436. Sind die Punkte einer ebenen Kurve in irgend einer Weise 
konstniierbar, so kommt dieses stets darauf hinaus, daß jeder solche 
Kurvenpunkt als Schnittpunkt zweier Hilfakurven erscheint, und zwar 
sind diese Hilfskurven in sehr vielen Fällen Gerade oder Kreise. 
Es läBst sich nun eine genaue Tangentenkonstruktion bei 
einer ebenen Kurve auf die zur Bestimmung ihrer Punkte 
verwendeten Hilfskurven gründen. 

Seien P^ und P^ zwei Punkte unserer Kurve c, seien femer k^, /j 
die Hilfskurven durch Pj und k^, ^ diejenigen durch P^, und zwar 
der Art, daß bei einem stetigen Üebergange von P^ in Pj die Kurven 
Äj, ^ resp, in A,, ^ stetig übergehen. Dam betrachten wir das Viereck 
PyMP^N (wo M = k^ X I2 und N = k^ x l,), dessen Seiten von 
Stücken der Kurven k^, k^, l^, l^ gebildet i 

werden. Wählen wir nun den Punkt 
Pj unendlich nahe bei Pj, so wird das 
genannte Viereck unendlich klein; wir 
können dann seine Seiten als geradlinig 
ansehen und seine Diagonale PjP^ fällt 
offenbar mit der Tangente l von c im 
Punkte Pj zusammen. Femer werden 
die Kurven k^, k^ — und ganz ebenso 
die Kurven /j, l^ — in ihrer ganzen 
Erstreckung nur unendlich wenig von- - p. „ , 

einander abweichen, deshalb dürfen wir 

(nach 428) Pj jJf und PjiV und analog P^A' und P^jW als paraDel ansehen; 
denn die Neigungswinkel der Gegenseiten sind unendlich klein. Das 
Viereck PjJI/PjiV wird also beim Übergang zur Grenzlage ein Parallelo- 
gramm, von dessen Seiten zwei in die Tangenten ff und A der Kurven 
k^ und /j im Punkte Pj hineinfallen. Wählen wir nun auf der ge- 
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suchten Tangente t einen beliebigen Punkt Q und ziehen durch Q 
Parallelen zu ff und ä, so entsteht ein Parallelogramm P^MQN^ 
das zu dem unendlich kleinen Parallelogramm P^MP^N ähnlich und 
in ähnlicher Lage ist. Kann man umgekehrt ein Parallelogramm 
P^MQIf zeichnen, das zu dem unendlich kleinen Parallelogramm 
P^MP^N ähnlich ist und ähnlich liegt, so ist Q ein Punkt der ge- 
suchten Tangente t. 

Man zeichne deshalb zunächst die Tangenten g und h, die 
Parallelen ff% h! zu g und ä, welche einen Punkt Q von t liefern, 
findet man dann folgendermaßen. Kennt man den Wert, den das 
Verhältnis MP^ : NP^ in der Grenzlage annimmt, so bestimmt man 
einfach M und N' auf g resp. h so, daß M'P^ : N'P^ diesem Grenz- 
werte gleich wird, dann geht g' durch N' und K durch M. Meistens 
ist es einfacher statt der Punkte M und If zwei andere Punkte 
L' und K' von g' resp. K zu konstruieren. Durch die Kurven ^ und ^ 
wird auf jeder Geraden durch P^ eine Strecke ausgeschnitten, z. B. 
auf Pji' die Strecke P^L\ ganz analoges geschieht durch die Kurven 
Äj, Äg auf den Geraden durch P^, z. B. hat man auf Pj^' die Strecke 
P^K, Ist nun der Grenzwert P^L'.P^K bekannt, wobei die Kurven Aj, k^ 
und \, l^ einander unendlich nahe gerückt sind, so bestimme man 
L und K' so, daß P^L' \P^K' gleich dem genannten Grenzwerte 
wird; damit ergeben sich dann g' und K und ihr Schnittpunkt §. 
487. Einige Beispiele werden diese Konstruktion in ihrer Be- 
deutung richtig erkennen lassen. Sind F^ und F^ die beiden Brenn- 
punkte einer Ellipse, so erscheinen ihre Punkte als Durchschnitte 

je zweier Hilfskreise mit den Mittel- 
punkten Pj resp. Pg und den Radien q^ 
resp. (>2, wobei p^ + pg = 2a, der 
großen Achse der Ellipse, ist. Entsteht 
also Pj durch Schnitt zweier Kreise mit 
den Radien q^ und q^^ so entsteht sein 
Nachbarpunkt als Schnitt zweier Kreise 
mit den Radien (p^ + 8) und {q^ — S) 
wo 8 eine unendlich kleine Größe ist. 
Die beiden Hilfskreise um P^ schneiden also auf F^P^ eine Strecke 
8 ab. Gleiches thun die Hilfskreise um Pg auf F^P^. Hiemach ist 
L'P^ = Z'Pj beliebig anzunehmen, und L'q J_ F^P^ sowie K'q j. PjPj 
zu ziehen. Die Tangente P^Q halbiert also den Nebenwinkel von 
F^P^F^^ ein Resultat, das bereits früher abgeleitet wurde. 

438. Die Cassini'sche Kurve ist definiert als Ort der 
Punkte, für welche das Produkt ihrer Abstände von zwei 
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festen Punkten i^ji'g konstant ist. Ist also Py^F^ = q^ und P^F^^q^^ 
so besteht die Gleichung Qi'Qz = ^' ^^^ ^2 ^^^ ^^ ^1 benachbarter 
Kurvenpunkt , so erscheint er als Schnitt zweier Kreise mit deji 
Radien: ((j^ + S) und {q^ — «)> wo S und e unendlich klein sind. 
Die Hilfskreise um F^^ bestimmen 
auf Pji^j eine Strecke S, die 
Hilfskreise um F^ auf Pj^F^ eine 
Strecke 6 , wobei S : e = ()^: q^ 
ist. Denn aus: (p^ + 8) (q^ — e) 
= c und Pi p2 ^ ^ folgt: 
?3^"~?i^~~^* = ö und durch Di- 
vision mit (>2 6 die voranstehende 
Relation, da das letzte Glied un- 
endlich klein ist und den beiden 
anderen gegenüber weggelassen 
werden darf. Wir tragen dem- 
nach X'Pj = pj an PjPj an und Z'Pj = pg auf P^F^ auf, so daß K' 
mit Pg zusammenfällt, dann ist QZ'±F^P^ und QZ' J_ P^P^ und 
§Pj die gesuchte Tangente in P^. 

439. Dreht sich ein Strahl um einen festen Punkt und 
trägt man auf ihm jedesmal von seinem Schnittpunkte mit 
einer festen Geraden a die nämliche konstante Strecke p 
nach beiden Seiten auf, so erhält man eine Conchoide. Jeder 
Punkt dieser Kurve erscheint als Schnitt einer Geraden mit einem 
Kreis vom Radius q\ so liegt P^ auf der Geraden ÖJ^P^ und auf 
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einem Kreise mit dem Mittelpunkt A^ und dem Radius p. Ist nun 
^2 ein Punkt von a in der Nähe von Äy^, so schneidet OA^ den 
Kreis mit dem Mittelpunkt A^ und dem Radius p in dem Kurven- 
punkte Pg. Eine Parallele zu a durch P^ schneidet diese Gerade 
OA^ im Punkte iV und diesen Kreis im Punkte M, wo MP^^ = A^A^ 
ist, {A^P^ = A^M= p). Es ist aber MP^ : NP^ = A^A^ :NP^ = A^OiP^O 
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von der Lage des Strahles OP^ unabhängig, repräsentiert also zu- 
gleich den Grenzwert. Wir bestimmen deshalb auf der Parallelen 
zu a durch P^ die Punkte M und iV so, daß Ji/T^ = A^O und 
N'P^^P^O ist, dann liefern QM ^^P^O und QN'\\P^O den Punkt 
Q der gesuchten Tangente. 

440. Dreht sich ein Strahl um einen festen Punkt O und 
trägt man auf ihm jedesmal von seinem Schnittpunkte mit 

einem festen Kreise 
a durch die 
nämliche konstante 
Strecke q nach bei- 
,.^» den Seiten auf, so 
erhält man einePas- 
cal'sche Schnecke. 
Enthält ein Strahl den 
Kurvenpunkt P^ und 
schneidet den Kreis a 
in ^j, so ändert sich 
die vorausgegangene 
^' ' Konstruktion oflfenbar 

nur insofern ab, als wir im Punkte P^ eine Parallele zur Tangente 
des Kreises a im Punkte A^ ziehen. Auf dieser Parallelen be- 
stimmen sich M und N' wieder wie vorher und auch Q wird wie 
vorher konstruiert. 

441. Zum Schluß mag hier noch eine Anwendung auf eine große 
Klasse von Kurven gemacht werden, die eine gemeinsame Entstehungs- 
weise haben. Sind zwei beliebige Kurven u und v gegeben 
und bewegt man einen Winkel so, daß seine Schenkel fort- 
während die Kurven u resp. v berühren, so beschreibt sein 
Scheitel eine Kurve. Als Hilfskurven, die sich in den Punkten 
unserer Kurve c schneiden, treten hier einerseits die Tangenten 
von M, andererseits diejenigen von v auf. 

Die folgende Konstruktion ist demnach nur dann anwendbar, 
wenn man an die Kurven u und v Tangenten legen kann. Zwei 
benachbarte Tangenten von u und die entsprechenden benachbarten 
Tangenten von v schließen nun den gleichen unendlich kleinen 
Winkel e ein; das von ihnen gebildete unendlich kleine Viereck 
kann als Parallelogramm angesehen werden, da sich seine Gregen- 
seiten nur um unendlich ■ kleine Größen 2. Ordnung unterscheiden. 
Berühren die Tangenten, die sich in dem Kurvenpunkte P^ schneiden, 
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die Kurven u und v resp. in Ä und B, so ist der Abstand der 
Parallelogrammseiten, die u berühren gleich i^^-c, ebenso der Ab- 
stand der Seiten, die v be- 






rühren, gleich P^B-e, Tragen 

wir hiemach P^ÄT ±_ P^^A und 

P^N" _L PiB auf, indem wir 

P,M' = P^Ä und P,iV' = P^B 

machen (in der Fig. 295 ist 

wegen Mangel an Platz P^M 

= \P,A und P^N'^\P^B) 

und ziehen durch M und N' 

resp. Parallelen zu P^Ä und 

PjjB, so schneiden sich diese 

in dem Punkte Q der gesuchten 

Tangente. Es ist das zugleich 

die Tangente des Kreises, der 

durch die Punkte J, B, P^ geht.^ 

Sind die zu Grunde gelegten 

Kurven u und v Kreise, so gelangt man wieder zu der PascaTschen 

Schnecke, wie eine einfache Überlegung zeigt. Dabei können 

irgend zwei Kreise, die die PascaPsche Schnecke zweimal berühren, 

als Ausgangskurven gewählt werden. 
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Krümmung der Kurven, Evoluten. 

44:3. Eine Kurve ist in einem Punkte um so mehr gekrümmt, je 
rascher ,sie sich von der Tangente in jenem Punkte entfernt. Ein 
Kreis zeigt deshalb in allen seinen Punkten die gleiche Krümmung, 
denn er verhält sich gegen alle seine Tangenten in gleicher Weise. 
Es wird mithin geeignet sein, die Krümmung der Kurven in ihren 
einzelnen Punkten durch diejenige entsprechender Kreise zu messen. 
Die Definition der Krümmung bei einem Kreise werden wir nun so 
einzurichten haben, daß sie sowohl für endliche, als auch für 
unendlich kleine Bogenstücke des Kreises ihre Gültigkeit behält. 

Unter der Krümmung ä verstehen wir beim Kreise den 

reciproken Wert seines Radius r, also: ä = — . Ist aber /die 

^ Die Bewegung eines Winkels von einer Lage in seine Nachbarlage 
kann auch durch Drehung um den unendlich kleinen Winkel e geschehen, 
wobei der auf dem Kreise durch ABPy^ dem P^ diametral gegenüberliegende 
Punkt fest bleibt (Momentancentrum). 
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Länge eines Kreisbogens und y der zugehörige Centriwinkel, so 

1 /y 

hat man: ä = — = ^; und diese letztere Definition gilt ganz ebenso, 

wenn der Kreisbogen und damit der zugehörige Centriwinkel un- 
endlich klein werden. 

Die Schenkel des genannten Centriwinkels sind aber nichts 
anderes als die Normalen in den Endpunkten des Kreisbogens /, 

und der Winkel dieser Normalen ist auch gleich 

A^^^^^j^^Tn groß mit dem Winkel der Tangenten in den 

^'"^^^ >\ Endpunkten des Bogens Z. Diese Verhältnisse 

lassen sich nun sofort auf beliebige Kurven über- 

Fiff 296 

^' ' tragen, bei denen sich freilich die Krümmung 

von Stelle zu Stelle ändert. Man nennt deshalb den Ausdruck: 

Ä = -^ die mittlere Krümmung eines Kurvenbogens von der 

Länge /, dessen Endtangenten den Winkel y einschließen. 

Geht man zur Grenze über, indem man den Kurvenbogen un- 
endlich klein, d. h. zum Kurvenelement e werden läßt, wobei 
dann der Winkel der Endtangenten zum Winkel zweier Nachbar- 
tangenten oder Kontingenzwinkel « wird, so heißt: ä = - 
die Krümmung der Kurve in dem betreffenden Punkte. 

Ändert sich die Krümmung einer Kurve stetig, wenn der zu- 
gehörige Punkt sich stetig auf der Kurve fortbewegt, so heißt die 
Kurve stetig in Bezug auf ihre Krümmung und nur mit solchen 
Kurven haben wir es in unseren Problemen zu thun. Auch diese 
Eigenschaft der Kurven bleibt bei einer Projektion ungeändert. 

443. Für das Weitere wird es gut sein folgende Bemerkungen 
vorauszuschicken. Ist ein Kurvenbogen AB gegeben und soll man den 
Winkel der Tangenten in den Endpunkten bestimmen, so verschlägt 
es nichts, wenn man an Stelle der Tangenten in A und B die Se- 
kanten AA^ und BB^ zu Grunde legt, wobei AA^ und BB^ unendlich 
klein sind. Denn diese Sekanten bilden nur einen unendlich kleinen 
Winkel mit den entsprechenden Tangenten, so daß der begangene 
Fehler als unendlich kleine Größe gegenüber dem endlichen Winkel 
vernachlässigt werden kann. Ist dagegen der Bogen AB bereits 
unendlich klein, also auch der Winkel der Endtangenten ein un- 
endlich kleiner Kontingenzwinkel, so darf man nur Fehler be- 
gehen, welche von höherer Ordnung unendlich klein sind als der 
gesuchte Kontingenzwinkel. Teilt man aber den Bogen AB in 
n Teile und läßt die Zahl n über jede Grenze hinaus wachsen, 
wobei AA^ den ersten Teil, BB^ einen gleichen Teil darstellt. 
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so werden AA^ und BB^^ unendlich klein von der 2. Ordnung und 
damit auch die Winkel der Sekanten AA^ und BB^ mit den bezüg-^ 
liehen wirklichen Tangenten. Der Winkel der Sekanten AA^ und BB^ 
unterscheidet sich also nur um eine unendlich kleine Größe 2. Ord- 
nung von dem gesuchten Kontingenzwinkel, und man kann folg- 
lich den ersteren an Stelle des letzteren setzen. 

444. Berührt ein Kreis eine Kurve in einem Punkt und stimmt 
daselbst bei beiden die Krümmung der Größe und dem Sinne nach 
überein, so heißt der Kreis der Krümmungskreis und sein Mittel- 
punkt der Krümmungsmittelpunkt für den betreffenden Kurven- 
punkt. Die gegebene Kurve und der Kreis müssen an der bezüg- 
lichen Stelle auf der nämlichen Seite der zugehörigen Tangente 
liegen und dieses soll dadurch ausgedrückt werden, daß wir sagen 
die Krümmung beider Kurven stimmt dem Sinne nach überein. 
In jedem Kurvenpunkte unterscheidet man eine konvexe Seite^. 
nämlich diejenige auf der die zugehörige Tangente liegt, und eine 
konkave Seite. Bei einer Kurve wird es im allgemeinen einzelne 
Punkte geben, in denen ein Wechsel der Krümmung eintritt, es 
sind das diejenigen Punkte, die nach 430 als Wendepunkte be- 
zeichnet werden. 

446« Wir können zu dem Krümmungskreis durch einen ge- 
wissen Grenzproceß gelangen und dieser soll uns jetzt etwas näher 
beschäftigen. Ist der Krümmungskreis im Punkte P der Kurve c zu 
bestimmen, so fassen wir alle die Kreise ins Auge, die die Kurve^ 
in P berühren, deren Mittelpunkte also auf der zugehörigen Nor- 
malen n liegen. Wählen wir nun in der Nähe von P auf der Kurve 
einen Punkt Q^ , so giebt es einen Ej'eis k^ 
der c in P berührt und in Q^ schneidet. 
Liegt Qy^ nahe genug bei P, so wird der 
Kreis den Kurvenbogen PQ^ nicht mehr 
schneiden und es liegt dieser Bogen Q^P und 
seine nächste Fortsetzung über P hinaus ^^S- 297. 

ganz innerhalb des Kreises k^, wie die Figur zeigt. Ganz ebenso läßt 
sich ein Kreis k^ angeben, der c in einem Punkte Q^ schneidet, wo 
§2 in der Nähe von P aber von Q^ durch P getrennt liegt. Der 
Bogen Q^P, sowie seine nächste Fortsetzung über P hinaus liegt 
hier ganz außerhalb des Kreises Äg und somit liegt auch k^ inner- 
halb Äj. Läßt man jetzt den Punkt Q^ stetig sich nach P hin- 
bewegen, bis er zu P unendlich nahe wird, so nähert sich der 
Kreis k^ unbegrenzt einer bestimmten Grenzlage k, die 
nichts anderes als der Krümmungskreis der Kurve c in P 
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sein kann. Ebenso konvergiert der Kreis k^ beim Uebergang zur 
Grenze unbegrenzt gegen k. Dieser Übergang läßt uns zugleich er- 
kennen, daß der Krümmungskreis in seinem Berühmngspunkte P 
von einer Seite der Kurve c auf die andere übertritt, oder wie wir 
auch sagen können, daß k drei konsekutive Punkte mit der Kurve 
gemein hat (Berührung 2. Ordnung, Oskulation vergl. 401). 

Den Beweis für die Richtigkeit unserer Behauptung, daß k der 
bezügliche Krümmungskreis ist, erbringen wir, indem wir zeigen, 
daß beim Grenzübergang der Kurven bogen Q^P gleich dem Kreis- 
bogen Q^P und die zugehörigen Kontingenzwinkel ebenfalls einander 
gleich sind — abgesehen von unendlich kleinen Größen höherer 
Ordnung. Da die Krümmung in einem Kurvenpunkte gleich dem 
Quotienten von Kontingenzwinkel und Kurvenbogen ist, so ist dann 
die Übereinstimmung der Krümmung von k und c in P bewiesen. 

446. Die Kurven c und k^ berühren sich in P, ihre gemeinsame 
Normale ist n, sie schneiden sich in Q^, Die Kreistangente in Q^ 
sei QjÄ, die Kurventangente Q^2\ wo 5 und T auf w liegen, und das 
Lot von Qi auf n sei Q^iV". Nun ist in dem rechtwinkligen Dreieck: 
NQ^T oSenha,r: Q^N < Kurvenbogen Q^P <, Q^T. Denn teilt man 

den Bogen Q^P in unendlich viele Teile und 
zieht durch die Teilpunkte Parallelen zu «, 
so teilen die Parallelen auch Q^iVund Q^T m 
unendlich viele Teile. Jedes Element des 
Kurvenbogens ist aber kleiner als das ent- 
sprechende Element von Q^T^ da dieses gegen 
die Parallelen stärker geneigt ist, — eine 
stetige Bewegung der Tangente längs des 
^' * Bogens Q^P vorausgesetzt; hieraus ergiebt sich 

die Richtigkeit unserer Behauptung. Beim Übergang zur Grenze 
erkennen wir nach 426, daß Q^T — Q^N Non der 3. Ordnung un- 
endlich klein wird, da Q^N und /_ NQ^Tnoh der 1. Ordnung unendlich 
werden. Daraus schließen wir unmittelbar, daß der Kurvenbogen 
Q^P und der Kreisbogen Q^P sich in der Grenze nur um 
«ine unendlich kleine Größe 3. Ordnung unterscheiden, 
denn sie sind beide gleich Q^iV bis auf solche Größen. 

447. Die Kontingenzwinkel, die dem Kreis- und Kurvenbogen 
Q^P zugehören, stimmen bis auf unendlich kleine Größen 2. Ordnung 
überein, denn die Sehne Q^P schließt mit den Kreistangenten 
in ihren Endpunkten gleiche Winkel ein, während sie mit den 
Kurventangenten beim Grenzübergang unendlich kleine Winkel ein- 
schließt, die sich nur um ein unendlich Kleines 2. Ordnung unter- 
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scheiden. Um sich von Letzterem zu überzeugen, teile man eine 
Kurve in lauter gleiche Elemente und verbinde alle Teilpunkte mit 
einem bestimmten unter ihnen P. Die um P entstehenden Winkel sind 
alle unendlich klein 1. Ordnung, und wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit ist die Differenz zweier 
aufeinanderfolgender Winkel unendlich klein 
2. Ordnung; zu den Strahlen durch P gehört 
auch die Tangente und es ist deshalb in Fig. 299 
die Differenz : z. Q^PR^ — Z. §2^^2 unendlich 
klein 2. Ordnung. Aber auch die Differenz: /_ B^Q^P — l^R^^Q^ 
ist unendlich klein 2. Ordnung, weil PQ^ und Q^P ^Qif^h^ ^tm.QVLiQ 
und beide Winkel gleichartig definiert sind, und folglich ist 
Z_ R^PQ^ — l. R^Qy^P unendlich klein 2. Ordnung. 

Das Gesagte läßt weiter erkennen, daß der Kriimmungs- 
mittelpunkt der Schnittpunkt zweier benachbarter Kurven- 
normalen ist. Denn schneiden sich die Kreisnormalen in P und 
Qj im Punkte Jtf^, die bezüglichen Kurvennormalen in M\ so ist 
M^M unendlich klein von der 1. Ordnung, da Z. M^Q^M = l^SQ^T 
von der 2. Ordnung unendlich klein ist. 

448. Denkt man sich in allen Punkten einer Kurve c die Normalen 
gezeichnet, so umhüllen diese eine neue Kurve », welche als Evolute 
von c bezeichnet wird, während c selbst die Evolvente heißt. 
Da sich benachbarte Normalen in einem 
Krümmungsmittelpunkte schneiden, so bildet 
die Evolute der Kurve c den Ort aller 
ihrer Krümmungsmittelpunkte. Aus dem 
Früheren geht unmittelbar hervor, daß die 
Längen zweier Normalen in zwei benachbarten 
Kurvenpunkten, gemessen von der Kurve bis 
zu ihrem Schnittpunkte (dem Krümmungs- 
mittelpunkt) sich nur um eine unendlich kleine Größe 3. Ordnung 
unterscheiden. Daraus können wir Folgendes schließen. Läßt 
man eine Tangente der Kurve v auf ihr abrollen, ohne daß 
dabei ein Gleiten stattfindet, so beschreibt jeder ihrer 
Punkte eine Evolvente zu v. Denken wir uns also um die Evo- 
lute V einen Faden geschlungen und wickeln ihn von ihr ab, wobei 
er immer gespannt bleiben muß, so beschreibt sein Endpunkt eine 
Evolvente. 

449. Wie wir oben gesehen haben, tritt der Krümmungskreis in 
dem zugehörigen Kurvenpunkte im allgemeinen von der einen Seite der 
Kurve auf die andere über. Es ist indessen hier ein Ausnahmefall 
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^u erwähnen. Berührt ein Kreis ä^ die Kurve c im Punkte P und 
schneidet sie in einem nahe bei P liegenden Punkte Q^, so kann 

es eintreten, daß er c noch in einena Punkte 
§2 schneidet, der ebenfalls nahe bei P aber 
von Q^ durch P getrennt liegt. Läßt man 
nämlich Q^ stetig nach dem Berührungspunkte 
P hinrücken und tritt dabei von selbst das 
Gleiche für Q^ ein, so daß sich in der Grenz- 
lage k gleichzeitig Q^ und Q^ mit P vereinigen, 
dann hat der Krümmungskreis ä in P 
Fig. 301. yJQp (nicht nur drei wie im Allgemeinen) be- 

nachbarte Punkte mit der Kurve c gemein, und diese liegt 
in der Nähe von P ganz auf einer Seite von k. Ein solches 
Verhalten (Berührung 3. Ordnung) zeigen z. B. die Krümmungskreise 
in den Scheiteln der Kegelschnitte, und deshalb sollen derartige 
Punkte auch bei anderen Kurven als Scheitelpunkte bezeichnet 
werden (Fig. 301; vergl. 401 und 411). 

Das Verhalten der Evolute im vorliegenden Falle ist leicht zu 
übersehen. Während ein Punkt sich auf c fortbewegt, umhüllt die 
augehörige Normale die Evolute und der zugehörige Krümmungs- 
mittelpunkt durchläuft dieselbe. In dem Augenblick, wo die Nor- 
male einen Scheitelpunkt passiert, bleibt ihr Berührungspunkt 
mit der Evolute still stehen, um dann seinen Fortschreitungssinn 
^uf der Tangente umzukehren; demgemäß weist die Evolute an der 
betreffenden Stelle nach 430 eine Spitze auf. 

450. Verhalten der Krümmung im Wendepunkte, bei 
-der gewöhnlichen und bei der Schnabelspitze (Fig. 302). Beim 
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Wendepunkte sehen wir, daß der Winkel benachbarter Tangenten, 
d. h. der Kontingenzwinkel sein Vorzeichen ändert. Stellen wir uns 
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vor, daß die Kurve in lauter gleiche Elemente geteilt sei, so ist ja 
der Drehsinn der Tangente beim Übergange von einer Lage in die 
Nachbarlage (wenn man die Kurve in demselben Sinne durchläuft) 
ein verschiedener je nachdem ihr Berührungspunkt vor oder hinter 
dem Wendepunkte liegt. Der Kontingenzwinkel wird deshalb im 
Wendepunkte selbst gleich Null sein, d. h. es werden zwei benach- 
barte Kurvenelemente in dieselbe Gerade fallen, die Tangente im 
Wendepunkte enthält drei konsekutive Kurvenpunkte und 
der zugehörige Krümmungsradius ist unendlich groß. Die Evolute 
hat die bezügliche Normale zur Asymptote. 

Aus analogen Gründen oder aus dem Prinzip der Dualität 
schließen wir, daß bei gleichen Kontingenzwinkeln — wobei dann 
die Kurvenelemente ungleich sind — in einem Rückkehrpunkte 
das Kurvenelement gleich Null wird. Hieraus ersieht man, daß der 
ßückkehrpunkt ein spezieller Fall des Doppelpunktes ist, in dem 
zwei konsekutive Kurvenpunkte zusammenfallen. Durch den Rück- 
kehrpunkt gehen drei konsekutive Tangenten und der zu- 
gehörige Krümmungsradius ist Null, die Evolute berührt also die 
Normale in der Spitze. Bei der Schnabelspitze — die eigentlich 
eine Vereinigung von Wendepunkt und Rückkehrpunkt ist — wählt 
man eine Hilfsvariable, die zu den Kurvenpunkten in einer bekannten 
Beziehung steht, und läßt sie sich um gleiche unendlich kleine Größen 
ändern, unendlich kleinen Änderungen der Hilfsvariabeln entsprechen 
im allgemeinen Kurvenelemente und Kontingenzwinkel, die zu jener 
Änderung in einem endlichen Verhältnisse stehen. Für den 
Wendepunkt wird das letztere, für den Rückkehrpunkt das erstere 
Verhältnis gleich Null; für die Schnabelspitze werden beide Ver- 
hältnisse unendlich klein, doch wird der Quotient von Kontingenz- 
winkel und Kurvenelement endlich bleiben, und somit ist auch der 
Krümmungsradius für die Schnabelspitze endlich. Die Evolute hat 
die zugehörige Normale zur Wendetangente, da ja die Tangente der 
Evolute, d. h. die Normale der Kurve c in der Schnabelspitze rück- 
läufig wird (Fig. 302). 

451, Die Aufgabe: den Krümmungskreis für einen Punkt 
einer gegebenen Kurve zu konstruieren, kann nur bei wenigen 
Kurven im Anschlüsse an ihre geometrische Definition genau gelöst 
werden, wie wir das bereits bei den Kegelschnitten gesehen haben 
und noch bei einigen weiteren Kurven später sehen werden. Indessen 
kann man bei einer Kurve, die gezeichnet vorliegt, den Krümmungs- 
kreis mit ziemlicher Genauigkeit durch bloßes Probieren finden, 
indem man für den betreffenden Punkt zunächst die Normale zeichnet 
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und dann denjenigen unter den berührenden Kreisen auswählt, der 
die Kurve im Berührungspunkte durchsetzt. Man muß dann bei 
geringer Variation des Badius Kreise erhalten, die die Kurve an 
der gegebenen Stelle berühren und außerdem ganz nahe dabei noch 
schneiden. Dieser weitere Schnittpunkt liegt auf der einen oder 
anderen Seite des Berührungspunktes, je nachdem der Radius größer 
oder kleiner als der gesuchte Krümmungsradius ist, und gerade auf 
diesem Umstände beruht die verhältnismäßig gute Genauigkeit. 

Man kann die oben beschriebene Methode des Probierens noch 
etwas vervollkommnen, indem man vier die Kurve c im Punkte P be- 
rührende Hilfskreise k^,k^, ^zjK ^^' 
nutzt und eine Fehlerkurve zeichnet 
(Fig 303). Wählt man auf c in der 
Nähe von P vier Punkte und zwar 
Qi, §2 auf der einen, §3, Q^ auf der 
anderen Seite von P, und zeichnet vier 
Kreise k^, Äg, k^,k^ durch Q^, Q^, §3, §4 
respektive, so sind ihre Mittelpunkte 
M^j M^^ M^^ M^ diQ Schnittpunkte der 
Normalen n mit den Mittelsenk- 
rechten der Sehnen PQ^ , . . . PQ^. 
Zieht man nun durch M^j , , . M^ 
Parallelen und trägt auf ihnen 
M,Ä\=^PQ,, M^N^^Pq,, 

M,N, = pq,, M,N,^pq, 

respektive auf (wobei M^N^^ ^2^\ gleiche, M^N^, ^4,^4, ^^^ ^^^ 
gegengesetzte Richtung erhalten), so definieren die Punkte iV^, iVg, 
^3, N^ eine Fehlerkurve, die offenbar die Normale n im Krümmungs- 
mittelpunkte M schneidet. 

453. Wir legen uns noch die Frage vor, nach der Beziehung 
zwischen der Krümmung einer ebenen Kurve und der 
ihres Perspektiven Bildes. Nehmen wir an, die zu Grunde ge- 
legte Kurve sei c, ihr perspektives Bild c', sei das Centrum und 
a die Achse der Perspektive (Fig. 304). Dabei können wir voraus- 
setzen, daß die Kurve c und ihr Bild c' in der gleichen Ebene liegen. 
PP^ = e sei ein Element von c, t und ty^ seien die Tangenten in P, resp. 
Pj und s die Sekante PP^, diese Geraden mögen die Achse a in den 
Punkten P, 2[, S respektive schneiden. Haben FP^' = e\ t\ i^ und 
s die analoge Bedeutung für c', und setzen wir PT == t, P'T = ^, 
so kommt: . Qp gp^ ^ gp f 




Fig. 303. 
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abgesehen von unendlich kleinen Größen. Femer ist: 
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Nun ist aber der Krlii 
stimmt durch: t = e\t und 

'" ■ *" [OP'"' RP-] ■ C ■ 
Zur Konstruktion 
diene Folgendes. Zieht 
man darch P eine Pa- 
rallele zn 0% die ( und 
a in Ä" und L schneidet, ■"' 
so ist nach 226: 

OP , fiP LK 

OP' ■ RP' '^ LP' 
Zeichnet man ferner 
ein rechtwinkliges Drei- 
eck mit den Katheten i 
und if, und errichtet auf 
der Hypotenuse Senk- 
rechte in den End- 



Euungaradius im Funkte P von c be- 
j gilt: r'=e':e', also folgt: 
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punkten, so schneiden diese auf den Verlängerungen der Katheten 

die Strecken JE = -^ resp. Aß = — ab, deren Verhältnis ^ ist 

(vergl. Fig. 305). Macht man noch DF = ZK und FG \\ AE, so wird: 
r : r = FG : LP\ wonach sich r leicht konstruiert {FE = LPy JF = r, 
FN==r). Die obige Beziehung r:/ wurde zuerst von Geisen- 
heimer aufgefunden; sie erleidet einige Vereinfachungen, wenn man 
statt der Centralprojektion die Parallelprojektion, insbesondere die 
orthogonale Projektion zu (jrunde legt. Die vorliegende Beziehung 
kann auch dazu verwendet werden, bei Kegelschnitten die in 403 
bis 410 angeführten Konstruktionen des Krümmungsradius abzuleiten. 



Rektifikation von Kurven. 

458« Unter der Rektifikation eines Kurvenbogens versteht man 
die Bestimmung seiner wahren Länge gemessen durch eine geradlinige 
Strecke, wie sie sich z. B. ergiebt, wenn der Kurvenbogen auf einer 
geraden Linie ohne zu gleiten abrollt. Bei unseren Aufgaben handelt 
es sich darum einen Kurvenbogen näherungsweise zu rektifizieren, 
indem man auf der Kurve eine Reihe von Punkten in geringer 
gegenseitiger Entfernung annimmt, je zwei aufeinanderfolgende durch 
eiue Sehne verbindet und nun die Länge des gebrochenen Linien- 
zuges der Sehnen bestimmt. Dieser giebt dann annäherungsweise 
die gesuchte Bogenlänge und zwar müßte das Resultat um so 
genauer werden, je dichter man die Punkte auf der Kurve wählt. 
Denkt man die gegenseitige Entfernung unendlich klein, so stimmt 
die Bogenlänge mit der Länge des gebrochenen Linienzuges überein. 
da ein unendlich kleiner Bogen und seine Sehne sich nur um eine 
unendlich kleine Grösse 3. Ordnung unterscheiden. Bei der prakti- 
schen Durchführung einer Rektifikation trägt man in den Kurven- 
bogen, von einem Endpunkte ausgehend, lauter gleiche kleine Sehnen 
ein und dann diese auf einer Geraden auf. Die Länge der gleichen 
Sehnen ist natürlich verschieden zu wählen, je nach der Stärke der 
Krümmung des Kurvenbogens; bei stärkerer Krümmung wählt man 
die Sehnen kleiner, bei schwächerer Krümmung größer. Nach Unter- 
suchungen von Wiener ist es bei Rektifikation eines Kreises von 2, 
6, 10, 20 cm Durchmesser zweckmäßig eine Sehnenlänge von ^V 
T^> Tö? 'ir ^^^ Durchmessers zu verwenden; dieses liefert einen 
Anhaltepunkt auch für andere Rektifikationen. 

Eine besondere Bedeutung hat die Rektifikation eines 
Kreises; der Kreisumfang ist gleich 2%rj wo r den Radius und 
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71 die Zahl 3,14159 . . . bedeutet. Hieraus findet sich, daß der 
Kreisumfang angenähert gleich 3f Durchmesser ist; der Fehler be- 
trägt bei 10 cm Durchmesser nur etwa ^mm. ' Bei Kreisen mit 
wesentlich größeren Durchmessern wird man deshalb den Umfang 
gleich (3f — g^) mal dem Durchmesser setzen. 



Raumkurven und ihre Projektionen; abwickelbare Fläclien. 

454. Durch Bewegung eines Punktes im Baume entsteht eine 
Raumkurve, die hier als eine Aufeinanderfolge von Punkten er- 
scheint. Zwei benachbarte, unendlich nahe Lagen des be- 
wegten Punktes bestimmen ein Kurvenelement und eine Tangente, 
nämlich die Gerade, die das Kurvenelement enthält; der Berührungs- 
punkt der Tangente ist eben die Stelle, wo sie zwei unendlich nahe 
Punkte mit der Kurve gemein hat. Die Tangente kann demgemäß 
als Grenzlage einer Sehne der Raumkurve angesehen werden. Läßt 
man den einen Endpunkt P einer Sehne fest, während man den 
anderen Q sich auf der Raumkurve fortbewegen und schließlich mit 
dem festen Endpunkt zusammenfallen läßt, so geht die Sehne in 
der Grenzlage in die Tangente im Punkte P über. Jede Ebene 
durch die Tangente ^ in P ist eine Tangentialebene der Raumkurve. 
Legt man eine solche Tangentialebene durch einen in der Nähe 
von P befindlichen Punkt R der Raumkurve und läßt E sich nach 
P bewegen, so nimmt die Ebene durch t eine gewisse Grenzlage 
an, sie wird zur Schmiegungsebene. Während die Raumkurve 
bei einer gewöhnlichen Tangentialebene in der Nähe des Berührungs- 
punktes ganz auf einer Seite dieser Ebene Kegt, durchsetzt sie die 
Schmiegungsebene im Berührungspunkte; denn dieser entsteht ja 
durch Vereinigung des Berührungspunktes mit einem Schnittpunkt 
einer Tangentialebene. Die Schmiegungsebene enthält zwei be- 
nachbarte Kurvenelemente oder drei benachbarte Kurvenpunkte ; sie 
kann auch als Grenzlage einer Ebene gewonnen werden, die durch 
drei nahe bei einander liegende Kurvenpunkte P, Q, B geht, die sich 
vereinigen. 

Steht eine Gerade auf einer Tangente im Berührungspunkte 
senkrecht, so heißt sie Normale; alle Normalen in einem Punkte 
der Raumkurve hegen in einer Ebene, der Normalebene. Die 
Normale in der Schmiegungsebene heißt Hauptnormale, die auf 
ihr senkrechte Normale die Binormale; die Ebene durch Tangente 
und Binormale nennt man rektifizierende Ebene. 

20* 
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455, Bewegt sich ein Punkt auf der Raumkurve, so führen gleich- 
zeitig die zugehörige Tangente und die zugehörige Schmiegungsebene 
Bewegungen aus, und zwar dreht sich die Tangente stets um den 
bezüglichen Berührungspunkt in der Schmiegungsebene und die 
Schmiegungsebene um die bezügliche Tangente. Denken wir uns 
zunächst ein kleines aber endliches Stück PQ der ßaumkurve, so 
erhalten wir eine bestimmte Bogenlänge, einen bestimmten Winkel 
der Endtangenten und einen bestimmten Winkel der Schmiegungs- 
ebenen in den Endpunkten. Lassen wir den Bogen AB unendlich 
klein werden, so tritt Gleiches für den Winkel der Tangenten und 
den Winkel der Schmiegungsebenen ein, falls die Kurve stetig 
ist, wie wir voraussetzen wollen. Im allgemeinen — d. h. abgesehen 
von einzelnen Punkten — sind nun die Verhältnisse der genannten 
drei unendlich kleinen Größen endlich. Zu dem Bogenelement e 
gehört hiemach ein bestimmter Kontingenzwinkel 6, Winkel be- 
nachbarter Tangenten, Und ein bestimmter Torsionswinkel i?, 

Winkel benachbarter Schmiegungsebenen. Das Verhältnis k = - 

wird wie bei den ebenen Kurven als Krümmung, das Verhältnis 

T = — als Torsion der ßaumkurve an der betreffenden Stelle be- 

e 

zeichnet. Wie bei den ebenen Kurven giebt es durch drei benach- 
barte Punkte der Raumkurve einen Krümmungskreis, er liegt in 
der zugehörigen Schmiegungsebene und sein Mittelpunkt auf der 
Hauptnormale. 

456, Bei der angeführten Bewegung beschreibt die Tangente eine 
geradlinige Fläche, welche die zur Raumkurve gehörige abwickel- 
bare Fläche oder kurz die abwickelbare Fläche der Raumkurve ge- 
nannt wird; die Tangenten der Raumkurve heißen die Erzeugenden 
der Fläche. Gleichzeitig führt die zugehörige Schmiegungsebene eine 
Bewegung aus; die Schmiegungsebene umhüllt in allen ihren Lagen 
die abwickelbare Fläche, das will sagen, dass jede 
Schmiegungsebene die abwickelbare Fläche längs der in ihr 
liegenden Tangente der Raumkurve berührt. Um die Richtigkeit 
des Gesagten zu erkennen, ist es nötig, näher auf die gegenseitige 
Lage benachbarter Tangenten und Schmiegungsebenen einzugehen. 
(Fig. 306). Seien P und P^ zwei benachbarte Punkte unserer Raum- 
kurve, t und t^ die zugehörigen Tangenten, I und Ij die Schmiegungs- 
ebenen, und PPj^ = s die Sekante. Dann ist nach 426 der Abstand 
des Punktes Pj von der Schmiegungsebene Z unendlich klein von 
der 3. Ordnung; ganz ebenso ist der Abstand der Tangenten t und ^ 
unendlich klein 3. Ordnung, denn die Ebenen durch t und s resp. t^ imis 
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schließen einen unendlich kleinen Winkel ein und zugleich sind /L ts, 
l_t^s und PP^ unendlich klein. Ziehen wir auf der abwickelbaren 
Fläche eine Kurve, die t und ^ in den benachbarten Punkten Q und 
Qj schneidet, so ist das Lot Q^Q^, gefällt von Q^ auf Z, unendlich 
klein 2. Ordnung (nach 426), folglich schließt QQ^ mit Z einen un- 
endlich kleinen Winkel ein, und wir können deshalb sagen, daß die 
Tangente der auf der abwickelbaren Fläche gezogenen Kurve im 
Punkte P in die Schmiegungsebene Z fällt (in der Figur ist eine 
Hilfsebene E durch QQ^ senkrecht zu Z benutzt). Die Schmiegungs- 
ebene Z tangiert also wirklich die abwickelbare Fläche längs ihrer 
Erzeugenden t 





Fig. 306. Fig. 307. 

457, Die ßaumkurve bildet auf der zugehörigen ab- 
wickelbaren Fläche eine Rückkehrkurve oder ßückkehr- 
kante, d. h. jeder ebene Schnitt der abwickelbaren Fläche weist in den 
Durchstoßpunkten mit der Raumkurve Rückkehrpunkte oder Spitzen 
auf. In der That schneidet eine Ebene E die Raumkurve c in S 
(Fig. 307) und läßt man einen Punkt auf dieser fortwandern, wobei er 
auch die Lage 8 passiert, dann liefert die zu dem wandernden Punkte 
gehörige Tangente und Schmiegungsebene die Punkte und Tangenten 
der Schnittkurve u von E mit der abwickelbaren Fläche. Passiert 
der bewegte Punkt die Lage S, so behalten Tangente und Schmie- 
gungsebene ihren Drehsinn bei — falls S ein gewöhnlicher Punkt 
der Raumkurve ist. Demnach behält auch die Tangente der ebenen 
Schnittkurve ihren Drehsinn bei, dagegen ändert der sie beschrei- 
bende Punkt in S seinen Fortschreitungssinn. Denn bezeichnen 
wir die beiden Teile der Tangente einer Raumkurve, vom Berüh- 
rungspunkte aus gerechnet, als positiv und negativ, so wird der eine 
Teil der Schnittkurve bis zum Punkte 8 hin von dem positiven 
Teile der bewegten Tangente beschrieben, der andere vom negativen 
Teile, wodurch jene Änderung hervorgebracht wird. 
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458. Lassen wir nun eine Ebene, welche die abwickelbare Fläche 
längs einer Erzeugenden berührt, auf dieser fortwälzen, wobei wir 
indeß nur einen der beiden Teile der Fläche, die längs der Rück- 
kehrkurve aneinandergrenzen, in Betracht ziehen. Beim Abwälzen 
oder Abrollen der Ebene auf einem Teile der abwickelbaren Fläche 
werden die Erzeugenden alle nacheinander zu Berührungslinien der 
wälzenden Ebene, die sich in jedem Augenblicke um die Berührungs- 
linie ohne zu gleiten dreht. Indem bei dieser Bewegung jeder Punkt 
der Fläche einmal in die wälzende Ebene fällt, liefert jede Er- 
zeugende und jede Kurve unserer Fläche eine Gerade respektive 
eine Kurve in der wälzenden Ebene; sie werden als die Ab- 
wickelungen jener Gebilde bezeichnet. Natürlich kann auch die 
Ebene festgehalten und die abwickelbare Fläche ohne Gleiten auf 
ihr abgewälzt werden, was offenbar darauf hinauskommt, daß eine 
abwickelbare Fläche ohne Dehnung oder Zerreißung und 
ohne Stauchung oder Faltung in eine Ebene ausgebreitet 
werden kann. Um sich die geschilderten Vorgänge völlig klar zu 
machen, denke man sich auf der abwickelbaren Fläche eine Reihe 
von Erzeugenden t^t^t^ . . . t^ . . . gezogen, die einander benachbart 

sind, deren Winkel e^^ = ^ ^i ^2> *23 =" ^ ^2 ^3 • • • *^^^ unendlich 
klein sind. Würde nun jede Erzeugende die vorhergehende schneiden, 

so würden sie die Verlängerungen der Seiten 

/ eines räumlichen Polygons bilden und damit 

A die Abwickelbarkeit in eine Ebene unmittelbar 

klar sein. Denn dazu gehört nur, daß man die 
^^5^^ Winkel, die je zwei aufeinanderfolgende Flächen- 

^^Ax" demente t^t^, t^t^, ^3^4'«« einschließen, zu 2E 

'C4:jl^ij^T\v^ ausstreckt, so daß alle Elemente in die näm- 

^' *• ' liehe Ebene zu liegen kommen. Der Flächen- 

Fig. 308. streifen zwischen zwei Erzeugenden, etwa ^ und 

t^, der abwickelbaren Fläche ist nun an und fiir sich nicht eben, 
da jedoch die gemeinsame Normale von ^ und ^ unendlich klein 
von der 3. Ordnung ist, so darf man sie als absolut gleich an- 
nehmen, ohne daß der dadurch begangene Fehler einen Einfluß auf 
das Eesultat ausübt. In der Figur ist die abwickelbare Fläche 
durch eine Kurve u begrenzt, deren Abwickelung u^ ist. 

459. Aus dem Vorgange der Abwickelung einer abwickelbaren 
Fläche ergeben sich noch unmittelbar folgende Beziehungen. Der 
Winkel konsekutiver Erzeugenden ändert sich bei der Ab- 
wickelung nicht, ebensowenig die Länge einer Erzeugenden 
zwischen irgend zwei auf ihr gewählten Punkten. Hieraus 
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folgt dann weiter, daß jeder Kurvenbogen auf der abwickel- 
baren Fläche gleich lang mit seiner Abwickelung ist und 
daß eine Erzeugende den Kurvenbogen unter dem gleichen 
Winkel schneidet, wie ihre Abwickelung die abgewickelte 
Kurve. Beim Abwickelungsprozeß geht hiernach die ßück- 
kehrkurve c der abwickelbaren Fläche in eine ebene Kurve 
c^^ über, die mit jener an entsprechenden Stellen stets die 
gleiche Krümmung zeigt, da ja Kurvenelement und Kontingenz- 
winkel dabei ungeändert bleiben (vergl. Fig. 308). 

460. Während die Krümmung der Rückkehrkante beim Ab- 
wickeln ungeändert bleibt, erfährt die Krümmung aller anderen Kurven 
der Fläche eine Änderung, und wir wollen uns fragen, in welcher 
Beziehung der Krümmungsradius r im Punkte P einer 
Kurve k der abwickelbarenFläche zum Krümmungsradius r^ 
des Punktes P^ der abgewickelten Kurve k^ steht (Fig. 309). 
Sind P und Q benachbarte Punkte von ä, t und u die zugehörigen 
Tangenten, e und f die durch P resp. Q verlaufenden Erzeugenden, 
und haben P^, Q^, t^, Uq, e^^f^ die analoge Bedeutung für die Abwickelung 
in der Ebene, so hat man: r : r^ =Bq : «, wo Z_ tu = e und Z_ t^ Uq = e^ 
ist; denn es ist ja PQ = PqQq. Bei der Abwickelung ändert sich 
nun die Lage von u gegen t dadurch, daß die Gerade u eine un- 
endlich kleine Drehung um e macht, bis sie in die Ebene ^^ zu 
liegen kommt; diese Drehung können wir durch eine Projektion er- 
setzen, indem wir u senkrecht auf die Ebene t e 
nach u projizieren, der hierdurch entstehende 
Fehler ist ja von höherer Ordnung unendlich 
klein; es ist demnach i_tu — Z_ t^UQ = e^. Nun 
ist aber: /_ tu = l_ tu. cos v, wenn v den 
Neigungswinkel der Ebene tu gegen die Ebene 
te bedeutet; denn ist die Ebene UU'T ±_ t, so 
L UTÜ' = z_ V und also tg «^ = tg « . cos v. Wir 
können mithin sagen: Der Krümmungsradius 
r einer Kurve der abwickelbaren Fläche in einem ihrer 
Punkte ist gleich dem Krümmungsradius r^ der abgewickel- 
ten Kurve im entsprechenden Punkte multipliziert mit 
cosv, wenn v den Neigungswinkel der Schmiegungsebene 
jener Kurve mit der Tangentialebene der Fläche in dem 
genannten Punkte bedeutet. 

Ist der Neigungswinkel v = R, d. h. steht die Schmiegungs- 
ebene der Kurve h an der betreffenden Stelle P auf der Tangential- 
ebene der abwickelbaren Fläche senkrecht, so wird die Projektion 
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des /_tu = und es besitzt k^ in Pq einen Wendepunkt; in der 
That giebt auch die. Formel: r^ = rrcost^ den Wert r^ = cx). 

461, Eine Kurve der abwickelbaren Fläche, die bei der 
Abwickelung in eine Gerade übergeht, heißt geodätische 
Linie. Wie die Gerade in der Ebene, so ist die geodätische Linie 
auf der Fläche die kürzeste Verbindungslinie zweier Punkte. Aus 
dem Vorausgehenden ergiebt sich, daß in jedem Punkte einer 
geodätischen Linie die Schmiegungsebene auf der Tan- 
gentialebene der Fläche Jsenkrecht steht. Diese Eigen- 
schaft besitzt auch die geodätische Linie auf jeder beliebigen 
kinimmen Oberfläche. 

463. Zu jeder Baumkurve gehört eine ebene Kurve, die mit ihi' 
in allen entsprechenden Punkten gleiche Krümmung hat; letztere ent- 
steht aus der ersteren durch Abwickelung ihrer abwickelbaren Fläche, 
wobei ja Bogenelement e und Contingenzwinkel « ungeändert bleiben. 
Zu jeder Raumkurve gehört aber auch ein bestimmter Kegel — 
der Richtungskegel — den man erhält, indem man durch einen 
beliebigen Punkt zu den Erzeugenden der Fläche die Parallel- 
strahlen zieht. Hierdurch werden zugleich die Tangentialebenen 
des Kegels zu den entsprechenden Schmiegungsebenen der Raum- 
kurve parallel, so daß für den Richtungskegel und die Raumkurve 
Kontingenzwinkel € und Torsionswinkel iy übereinstimmen. 

463. Wir haben bereits gesehen, daß die Schmiegungsebenen einer 
Raumkurve ihre abwickelbare Fläche umhüllen. Es kann demgemäß 
die abwickelbare Fläche als Hüllfläche aller Lagen einer bewegten 
Ebene erzeugt werden. Je zwei benachbarte Ebenen schneiden sich 
in einer Erzeugenden der Fläche, je drei benachbarte Ebenen in einem 
Punkte ihrer Rückkehrkante. Ebenso bestimmen alle Normalebenen 
einer Raumkurve eine abwickelbare Fläche, die man als Evoluten- 
fläche der Raumkurve bezeichnet. Läßt man auf der Evoluten- 
fläche eine Ebene wälzen, ohne daß sie dabei gleitet, so beschreibt 
jeder ihrer Punkte eine Raumkurve — Evolvente — , unter denen 
sich auch die ursprüngliche Raumkurve befindet. Die Evolventen 
durchsetzen die Tangentialebenen der Evolutenfläche rechtwinklig. 

464. Die Parallel- oder Centralprojektion einer Raum- 
kurve ist eine ebene Kurve, deren Tangenten Projektionen 
der Tangenten der Raumkurve sind. Es ergiebt sich dieses ein- 
fach daraus, daß die Tangenten als spezielle Sekanten aufzufassen 
sind, bei denen durch einen Grenzübergang zwei Schnittpunkte mit 
der Kurve zusammengerückt sind. Liegt das Projektionscentrum 
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auf einer Tangente t der Raumkurve, so projiziert sich ihr Be- 
rührungspunkt £ als Spitze. Man kann sich hiervon Rechenschaft 
geben, indem man einen Punkt die Raumkurve durchlaufen läßt und 
zugleich auf die Bewegung der zugehörigen Tangente achtet; denn 
während der Punkt die Lage B passiert (Fig. 310), bleibt seine Pro- 
jektion einen Augenblick still stehen, um dann rückläufig zu werden. 
Man kann aber auch wieder den Grenzübergang 
benutzen. Geht die Verbindungslinie zweier 
Kurvenpunkte P und Q durch das Projektions- 
centrum, so bildet die gemeinsame Projektion 
einen Doppelpunkt; beim Übergang zur Grenze 
wird die Sekante zur Tangente und der Doppel- 
punkt zur Spitze. Ein Kurvenpunkt, dessen 
Schmiegungsebene durch das Projektionscentrum 
geht, liefert in der Projektion einen Wende- 
punkt; da zwei benachbarte Tangenten die 
gleiche Projektion besitzen. Hieraus folgt, daß p. 

bei orthogonaler Projektion einer Raumkurve 
aus einem gewöhnlichen Punkte P ein gewöhnlicher, ein Wende- 
oder ein Rückkehrpunkt wird, je nachdem man auf die Schmiegungs-, 
die rektifizierende oder die Normalebene projiziert. 

465. Die Raumkurve kann verschiedene Singularitäten auf- 
weisen, von deuen man die gewöhnlicheren auf folgende Weise erhält. 
Durchläuft ein Punkt P die Raumkurve, so dreht sich die zugehörige 
Tangente t um diesen Punkt und die zugehörige Schmiegungsebene 
I um die Tangente t Während in einem gewöhnlichen Kurven- 
punkt der Fortschreitungssinn von P auf ty der Drehsinn von t um 
P und der Drehsinn von Z um t ungeändert bleiben, werden in 
speziellen Punkten einzelne oder mehrere dieser Sinne sich um- 
kehren; es giebt das — den gewöhnlichen Punkt eingerechnet — 
acht Kombinationen. Kehrt die Schmiegungsebene ihren Drehsinn 
um, so muß ihre Drehung an einer bestimmten Stelle gleich Null 
sein, sodaß dort drei Kurvenelemente oder vier benachbarte 
Kurvenpunkte in einer Ebene liegen, die stationäre Ebene ge- 
nannt wird. Kehrt die Tangente ihren Drehsinn um, so fallen 
zwei Kurvenelemente oder drei konsekutive Punkte in eine Gerade, 
und es entsteht der Wende- oder Streckungspunkt. Kehrt der 
Punkt seinen Fortschreitungssinn um, so entsteht die Spitze oder 
der Rückkehrpunkt. Hiemach kann man sich auch über die 
anderen Kombinationen Klarheit verschaffen, die Besprechung der 
verschiedenen Möglichkeiten kann hier unterlassen werden. 
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466. Die Tangente und Schmiegungsebene sollen in 
einem Punkte einer ßaumkurve konstruiert werden. Natür- 
lich wird es bei manchen Baumkurven infolge der Art ihrer Definition 
möglich sein, die Tangente und Schmiegungsebene in jedem Punkte 
genau zu konstruieren. Insbesondere wird man bei der Bestimmung 
der Tangente ganz ähnlich wie in 436 verfahren können, indem der 
Kurvenpunkt als Schnitt dreier Hilfsflächen erscheint, wodurch dann 
die Tangente als Diagonale eines unendlich kleinen Parallelepipedon 
definiert ist, das durch ein ähnliches endliches Parallelepipedon er- 
setzt werden kann. Es ist leicht, Beispiele in grosser Zahl hierfür 
anzugeben, doch soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden. 
Wenn die ßaumkurve in ihren beiden Projektionen gezeichnet 
vorliegt, so läßt sich unsere Aufgabe in folgender Weise konstruktiv 
durchführen (Fig. 31 1). Sind c, c' die Projektionen der Raumkurve und 

P', P" die eines Punktes 

auf ihr, so bestimmt man 

nach 433 die Tangenten 

^l t in F an c' und t' in 

P" an c"; i, (' sind 
dann die Projektionen 
der gesuchten Tangente 
Hn P an c. Die gesuchte 
Schmiegungsebene Z geht 
dann durch t und kann 
durch einen Grreazüber- 
gang definiert werden. 
Zieht man von P aus 
Strahlen nach allen 
Punkten der Raumkurve, 
so erhält man einen 
Eegel, dessen Mantel- 
fläche auch t enthält, 
die Tangentialebene des 
Kegels längs der Mantel- 
linie i (vergl. 482) ist die gesuchte Schmiegungsebene. Läßt man 
nämlich einen Punkt Q auf c sich nach P hin bewegen, so schneidet 
die Ebene ^Q den Kegelmantel in den Erzeugenden t und PQ; sie 
wird beim Grenzübergang zur Tangentialebene des Kegels und zu- 
gleich zur Schmiegungsebene von c. Man wähle deshalb in der 
Nähe von P auf beiderseitig je zwei Punkte, etwa Q, R resp. M^ S 
und suche die Spurpunkte der Strahlen PQ, PP, Pi/, TN und t in 




Fig. 311. 
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einer der beiden Projektionsebenen, etwa TTi. Dann geht die Spur- 
kurve der Kegelfläche durch die Punkte Ä^, Q^, yi,JI^,iV^ und kann 
hiernach gezeichnet werden; die Spurlinie s^ von Z ist jetzt als. 
Tangente der Spurkurve im Punkte T^ bestimmt. 

Krumme Oberflächen. 

467, Wir haben bereits in den abwickelbaren Flächen einen spe- 
ziellen Fall der krummen Flächen kennen gelernt, und wollen nun 
zu den allgemeinen krummen Flächen übergehen. Wir können 
dieselben zunächst als Gebilde definieren, die von jeder Ebene in 
einer Kurve geschnitten werden. Diese Kurven können freilich auch 
aus mehreren, insbesondere geradlinigen, Teilen bestehen. Für 
unsere Zwecke ist es unerläßlich, daß wir auf einer krummen 
Fläche mindestens ein System von Raum- oder ebenen 
Kurven angeben können. Unter einem System von Kurven ver- 
stehen wir hierbei unendlich viele Kurven, die die ganze Fläche 
überdecken, sodaß durch jeden Punkt der Fläche eine oder mehrere 
solcher Kurven hindurchgehen. Zu jeder Kurve giebt es demgemäß 
in dem System zwei benachbarte Kurven, die sich in ihrer Lage 
und zwar der ganzen Erstreckung nach von jener nur unendlich 
wenig unterscheiden. Die Kurven des Systems werden entweder 
alle kongruent, oder ähnlich oder verschieden sein; im letzten Falle 
müssen jedoch zwei benachbarte Kurven bis auf unendlich kleine 
Unterschiede übereinstimmen. Im ersten Falle wird die Fläche 
erzeugt durch stetige Bewegung einer konstanten Kurve. 
So entstehen z. B. durch Bewegung einer Geraden die abwickel- 
baren Flächen und die windschiefen Eegelflächen; bei den 
letzteren steht der Abstand je zweier benachbarter Geraden (Er- 
zeugenden) zu ihrem Winkel in einem endlichen Verhältnis, bei 
ersteren ist dieses Verhältnis unendlich klein. So entstehen z. B. 
durch Bewegung einer Kurve Translations-, Eotations- und 
Schraubenflächen, wenn die Punkte der bewegten konstanten 
Kurve kongruente Bahnen, Kreisbahnen um eine feste Achse oder 
Schraubenlinien um eine solche Achse beschreiben. (Vergl. darüber 
die späteren Kapitel). Im allgemeinen Falle wird die Fläche 
erzeugt durch stetige Bewegung einer Kurve, die zugleich 
ihre Form stetig ändert. Dabei müssen natj^rlich die Gesetze 
fiir Bewegung und Formänderung und ihre gegenseitige Abhängig- 
keit gegeben sein. 

468. Die Tangente einer Fläche wird, wie bei den Kurven, 
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durch einen Grenzübergang definiert, indem man zunächst eine 
Gerade durch zwei getrennte Punkte der Fläche legt und diese 
dann sich gegenseitig nähern und schließlich zusammenfallen läßt. 
Zieht man auf einer Fläche irgend eine Kurve, so ist jede ihrer 
Tangenten auch Tangente der Fläche und enthält zwei unendlich 
nahe Punkte derselben. In jedem Punkte Peiner Fläche giebt 
es unendlich viele Tangenten, die im allgemeinen in einer 
Ebene — der Tangentialebene der Fläche in P — liegen. 
Zieht man nämlich irgend zwei Tangenten t^, t^ im Punkte P der 
Fläche, so schneidet die Ebene t^t2 die Fläche in einer Kurve, die 
in P einen Doppelpunkt besitzt, da sowohl t^ als t^ mit der 
Schnittkurve im Punkte P zwei unendlich nahe Punkte gemein haben. 
Jede Gerade der Ebene ^^ t^ durch den Punkt P hat mit der Kurve 
und sonach mit der Fläche zwei zusammenfallende Punkte geoaein, 
d. h. sie ist Tangente der Fläche; hiermit ist aber unsere Be- 
hauptung erwiesen. Es kann allerdings in einzelnen Punkten der 
Fläche vorkommen, daß jede Gerade durch ihn die Fläche in zwei 
zusammenfallenden Punkten schneidet; ein solcher Punkt heißt dann 
Knotenpunkt unserer Fläche, jede Ebene durch ihn schneidet eine 
Kurve aus, die in ihm einen Doppelpunkt besitzt. Denn, giebt es 
eine Gerade ^3 durch P, die dort die Fläche in zwei zusammen- 
fallenden Punkten schneidet und nicht in der Ebene t^t^ liegt, so 
enthält jede Ebene durch ^3 außer ^3 noch eine weitere Tangente 
der Fläche im Punkte P und damit unendlich viele Tangenten. 

469. Daß die Tangenten in einem Punkte P einer Fläche im 
allgemeinen in einer Ebene liegen, kann noch klarer durch folgende 
Überlegung eingesehen werden, die an die obige Definition der Fläche 
anknüpft. Wir gehen zu diesem Zwecke von dem Kurvensysteme 
aus, durch das die Fläche erzeugt worden ist, und betrachten die 
durch P verlaufende Kurve k des Systems und ihre Nachbarkurve /. 
Wir wählen dann auf l zwei unendlich nahe Punkte Ä und J8, deren 
Entfernung von P ebenfalls unendlich klein ist, so daß das Dreieck 
äP£ unendlich klein ist, aber endliche Winkel zeigt. Theilen wir 
jetzt den Kurvenbogen AB durch Punkte C^, C^, C^, . . . Cn — wo die 
Zahl n über jede Grenze wachsen mag — so sind die Geraden 
PC^j PC^ . . . PCn Tangenten unserer Fläche; diese schließen aber 
mit der Ebene AP£ unendlich kleine Winkel ein, können also als 
in dieser Ebene Jiegend angesehen werden. Daß eine Gerade PCi 
mit der genannten Ebene einen unendlich kleinen Winkel einschließt, 
folgt daraus, daß die Entfernung des Punktes Q von der Sehne AJB, 
und damit auch von der Ebene APS, unendlich klein von der 
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2. Ordnung ist, wenn Ä£ und damit PA, PB und PCi unendlich 
klein von der 1. Ordnung ist. 

470, Die Senkrechte im Berührungspunkte P der Tangentialebene 
heißt die Flächennormale im Punkte P; die Ebenen durch diese 
Nonnale Kefem die Normalschnitte. Die Krümmung kann nun 
für alle Normalschnitte den gleichen Sinn haben, d. h. ihre Krümmungs- 
radien, die ja in die Normale fallen, &ind alle von P aus gerechnet 
gleich gerichtet; dann liegt die Fläche in der Umgebung von 
P ganz auf der einen Seite der Tangentialebene und heißt 
dort elliptisch gekrümmt. Die Tangentialebene schneidet dem- 
nach die Fläche in einer Kurve, die P zum isolierten Doppel- 
punkt hat; das einfachste Beispiel bildet die Kugel. 

Die Krümmung kann aber auch für einen Teil der Normal- 
schnitte im Punkte P den entgegengesetzten Sinn haben, wie für 
den anderen Teil; die Normalschnitte berühren dann die Tangential- 
ebene im Punkte P von verschiedenen Seiten. Die Fläche liegt 
in der Umgebung von P auf beiden Seiten der Tangential- 
ebene und heißt dort hyperbolisch gekrümmt. Die Tan- 
gentialebene schneidet die Fläche in einer Kurve, die in P einen 
Doppelpunkt mit reellen Asten hat. Den Übergang von 
einem Teil der Normalschnitte zum anderen bilden die beiden 
Normalschnitte mit der Krümmung Null, die also P zum 
Wendepunkt haben. Die beiden eigentlichen Tangenten im Doppel- 
punkte P der in der Tangentialebene liegenden Schnittkurve, die 
die beiden reellen Kurvenäste berühren, haben nämlich mit dieser 
— wie der Übergang zeigt — drei zusammenfallende Punkte gemein^ 
somit haben sie auch mit der Fläche und mit dem zugehörigen 
Normalschnitt drei zusammenfallende Punkte gemein; diese Tangenten 
sind demnach Wendetangenten der zugehörigen Normalschnitte und 
werden als Haupttangenten im Punkte P bezeichnet. 

471. Schneidet die Tangentialebene in einem Punkte P die 
Fläche in einer Kurve, die P zur Spitze hat, so heißt die Fläche in 
P parabolisch gekrümmt. Alle Normalschnitte in P berühren die 
Tangentialebene von der nämlichen Seite, nur ein Normalschnitt 
hat den Punkt P zum Wendepunkt, da es nur eine eigentliche 
Tangente in der Spitze giebt. In einem Punkte parabolischer 
Krümmung fallen hiernach die beiden Haupttangenten zusammen. 
Die Fläche liegt in der Umgebung von P auf einer Seite 
der Tangentialebene bis auf eine zugespitzte Partie, die 
von den beiden in der Spitze zusammenlaufenden Kurvenästen be- 
grenzt wird. 
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Im allgemeinen bilden auf einer Fläche die Punkte parabo- 
lischer Krümmung eine Raumkurve • die allerdings in mehrere 
Teile zerfallen kann. Bei den abwickelbaren Flächen und bei 
den Kegel- und Cylinderflächen ist die Krümmung in jedem 
Punkte parabolisch. Denn jede Tangentialebene berührt längs 
einer Geraden, der Erzeugenden; für jeden Punkt P derselben fallen 
die beiden Haupttangenten zusammen, nämlich gerade in die Er- 
zeugende. In der nächsten Umgebung jedes solchen Punktes liegt 
die Fläche ganz auf einer Seite der zugehörigen Tangentialebene 
und reicht nur längs der Erzeugenden an sie heran. 

473. Die Tangenten, die man von einem Raumpunkte Q aus an 
eine Fläche legen kann, bilden eine Kegelfläche (vergl. 482) d. h. ihre 
Berührungspunkte liegen auf einer Kurve der Fläche. Die Tangential- 
ebenen in den Punkten dieser Kurve gehen durch Q und umhüllen 

jene Kegelfläche. In der 
That berührt eine Tangen- 
tialebene durch Q die Fläche 
in einem Punkte P, so ist 
dieser für ihre Schnittkurve 
ein Doppelpunkt und die 
Verbindungslinie §P vertritt 
zwei zusammenfallende Tan- 
genten, wie der Grenzprozeß 
unmittelbar erkennen läßt. 
Denn dreht man die Tan- 
gentialebene um QP um einen unendlich kleinen Winkel, so liefert 
sie in ihrer neuen Lage eine Schnittkurve ohne Doppelpunkt, die 
sich von der Schnittkurve mit Doppelpunkt in der Tangentialebene 
nur unendlich wenig unterscheiden kann, nur hat sich der Doppel- 
punkt aufgelöst. Die entstehende neue Kurve muß dann die 
Tangente QP und eine zweite Tangente aus Q aufweisen, die ihr 
unendlich nahe ist. Die Figuren zeigen diese Übergänge beim 
isolierten Doppelpunkt zu einem kleinen Oval, beim Doppelpunkt mit 
sich schneidenden Asten zu zwei getrennten Asten, bei der Spitze 
zu einem Kurvenast und einem kleinen Oval. 
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Kugel, Cylinder, Kegel. 

Kugel, Cylinder und Kegel, ihre Projektionen, Eigen- und 

Schlagschatten. 

478« Von der Darstellung einer krummen Oberfläche gilt ganz 
das Gleiche, was schon früher bei der Darstellung einer Ebene oder 
eines Stückes einer Ebene gesagt wurde. Es kann nicht unmittelbar 
entschieden und auch nicht direkt aus der Zeichnung entnommen 
werden, welches die beiden Projektionen eines Punktes der Ober- 
fläche sind. Vielmehr muß die Gesetzmäßigkeit der Oberfläche in 
einer Form bekannt sein, die uns gestattet, ein oder mehrere Kurven- 
systeme derselben in ihren beiden Projektionen zu zeichnen. Ist 
dann die eine Projektion eines Punktes der Fläche gegeben, so 
zeichne man eine durch ihn verlaufende Kurve auf der Fläche in 
der zugehörigen Projektion, sodann ihre andere Projektion, worauf 
sich auf dieser die zweite Projektion des gemeinten Punktes ergiebt. 

Ist die Oberfläche durch eine Kurve begrenzt, so werden deren 
Projektionen auch die Projektionen der Oberfläche begrenzen. 

474. Betrachten wir nun das Verhalten einer krummen Ober- 
fläche gegen die projizierenden Strahlen, indem wir uns hierbei auf. 
eine einzige Projektionsebene und das dazu gehörige System par- 
alleler projizierender Strahlen beschränken. Wir können annehmen, 
daß die Oberfläche aus einem einzigen Teil bestehe, da wir für 
jeden Teil die gleiche Betrachtung anstellen können. Triflft jeder 
projizierende Strahl die Fläche in einem Punkte oder gar nicht, 
so ist sie in ihrer ganzen Ausdehnung sichtbar; der Flächenrand 
scheidet die Strahlen, welche die Fläche treffen von denen, die sie 
nicht treffen. Giebt es projizierende Strahlen, die die Fläche in 
mehreren Punkten schneiden, so ist sie teilweise sichtbar und 
teilweise unsichtbar. Auf dem sichtbaren Teil der Fläche liegt 
der erste Durchstoßpunkt S^ des Strahles, wenn wir diesen in der 
Projektionsrichtung durchlaufen, der zweite S^ auf dem unsichtbaren 
Teile. Die nächste Umgebung von S^ wird sichtbar, die von S^ 
unsichtbar sein; beide Bereiche können nun weiter und weiter aus- 
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gedehnt werden, wobei ihre Bandkurven immer von dem nämlichen 
projizierenden Cylinder ausgeschnitten werden mögen. Die beiden 
Bereiche, in denen S^ resp. 8^ Kegen, werden im allgemeinen, 
wenn so weit wie möglich ausgedehnt, längs einer Kurve aneinander 
grenzen; diese muß man überschreiten, um aus dem sichtbaren 
Bereich in den unsichtbaren zu gelangen und umgekehrt. Der pro- 
jizierende Strahl durch jeden Punkt dieser Kurve muß dort die 
Fläche in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden oder tangieren. 
Es kann dieses entweder so geschehen, daß der Bereich, in dem S^ 
liegt, den anderen längs einer Kurve durchdringt, dann vertauschen 
sich Sichtbarkeit und ünsichtbarkeit der beiden Bereiche zu beiden 
Seiten der Durchdringungskurve — die man als Doppelkurve 
bezeichnet. Oder die Kurve, die den sichtbaren Teil der Fläche 
von dem unsichtbaren scheidet, hat die Eigenschaft, daß die pro- 
jizierenden Strahlen durch ihre Punkte die Fläche berühren; diese 
Strahlen bilden eine Cylinderfläche, welche unsere Oberfläche längs 
jener Kurve berührt, aber außerdem noch durchdringen kann. Ganz 
ähnliche Resultate gewinnt man, wenn man den zweiten und dritten 
Durchstoßpunkt 8^ und 8^ eines projizierenden Strahles mit der 
Oberfläche und die sie einschließenden Bereiche betrachtet, nur 
kann man diese Bereiche nicht mehr als sichtbare und unsichtbare 
unterscheiden. Man kann demgemäß den Satz aussprechen: Alle 
projizierenden Strahlen, die eine Oberfläche berühren, 
bilden eine Cylinderfläche, welche jene längs einer Kurve 
berührt (die mehrteilig sein kann); diese Kurve auf der Ober- 
fläche heißt der wahre Umriß und ihre Projektion der 
scheinbare Umriß. In dem wahren Umriß grenzen zwei 
Flächengebiete aneinander, derenProjektionen aufeinander 
fallen; jede Kurve der Oberfläche, die den wahren Umriß 
schneidet projiziert sich als Kurve|, die den scheinbaren 
Umriß berührt. Im allgemeinen wird es schwierig sein, auf 
einer Fläche hiemach den wahren Umriß zu bestimmen, d. h. Punkte 
zu finden, in denen eine Tangente parallel zur Projektionsrichtung 
existiert. Nun liegen aber alle Tangenten in einem gewöhnlichen 
Punkte einer Oberfläche nach 469 in einer Ebene — seiner Tan- 
gentialebene, es läßt sich also auch die Definition geben: Auf dem 
wahren Umriß liegen alle Punkte, deren Tangentialebenen 
der Projektionsrichtung parallel sind. Hierauf werden wir 
in den meisten Fällen die Konstruktion beliebig vieler Punkte des 
Umrisses basieren können. 

476. Setzen wir in den vorausgehenden Untersuchungen an 
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Stelle der projizierenden Strahlen parallele Lichtstrahlen, so 
wird das Gesagte zu Recht bestehen bleiben, wenn wir darin ein- 
fache Abänderungen treffen, die leicht zu übersehen sind. Alle die 
Fläche berührenden Lichtstrahlen bilden einen Cylinder, die Kurve, 
längs der er die Fläche berührt, heißt Lichtgrenze oder kurz 
Grenzkurve. Die Tangentialebenen in den Punkten der 
Grenzkurve sind den Lichtstrahlen parallel. Die Grenz- 
kurve trennt immer zwei Flächenteile, von denen der eine 
im Eigenschatten, der andere entweder im Lichte oder im 
Schlagschatten liegt. Denn von den Durchstoßpunkten eines 
Lichtstrahles mit einer Oberfläche liegt der erste im Licht, der 
zweite, vierte u. s. w. im Eigenschatten, der dritte, fünfte u. s. w. 
im Schlagschatten. 

476, Eine Kugel, die Lichtgrenze auf ihr, sowie ihren 
Schlagschatten zu zeichnen. Da jede Tangentialebene einer 
Kugel auf dem Radius ihres Berührungspunktes senkrecht steht 
und also auch gleiches für jede Tangente gilt, so erkennt man, daß 
der wahre Umriß ein größter Kreis ist, dessen Ebene durch den 
Kugelmittelpunkt geht und auf der Projektionsrichtung senkrecht 
steht, d. h. der bezüglichen Projektionsebene parallel ist. Ganz 
ebenso bildet die Lichtgrenze einen größten Kreis, dessen Ebene 
zur Lichtstrahlrichtung senkrecht ist. 

Sind also M", M" die Projektionen des Kugelmittelpunktes, so 
sind die scheinbaren Umrisse h! und 2" Kreise, deren Radien dem 
Kugelradius r gleich sind und die M' resp. M' zu Mittelpunkten 
haben. Die anderen Projektionen dieser Kreise sind parallele Linien 
zur ar- Achse durch M'' resp. M (Fig. 313). 

Die Lichtgrenze u ist ein größter Kreis, dessen Ebene V senk- 
recht zum Lichtstrahl / ist, ihre Projektionen u und u' sind Ellipsen. 
Sind AB und CD zwei Durchmesser des Kreises u und ist ^^||TTi 
eine Hauptlinie, CD J_ AB eine Falllinie von f, so ist ÄB^ 
(# AB) die große und C B' {l^ A'B') die kleine Achse der 
Ellipse u. Legt man durch M den Lichtstrahl / und durch ihn 
die erste projizierende Ebene, so schneidet diese auf V die Gerade 
CD aus. Dreht man diese Ebene um die Horizontale a parallel zu TTi, 

so nimmt M^ die Lage M^ (^*^*o = (^' H ^))> ^^^ ^ ^^® IjdügQ 
Iq = M'M^Q und CB die Lage C^B^ J_ l^ an. Durch Zurückdrehen 
findet man dann CB' (wo C^C J_ a). Ganz in der gleichen Weise 
kann man die Achsen der Ellipse u' finden. Die Aufrißprojektionen 
von A, B, C, B sind offenbar J", B\ C", B" (wo C" H a") = C^C). 

BOHN u. Pafpekitz. I. 21 
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Der Schlagschatten w^ von u auf die Horizontalebene ist natür- 
lich wieder eine Ellipse; die Schlagschatten der rechtwinkligen 
Durchmesser A£ und CJ) von u, nämlich ^»-2^ und C^-D,, stehen 
aufeinander senkrecht, bilden also die Achsen der Ellipse u^. Da 
AB |TTi 80 ist A^£^:^A'B'; um C^J)^ zu finden, suchen wir zuerst 
den Schatten von CS auf eine Horizontalebene durch den Kngel- 
mittelpunkt. Die Lichtstrahlen durch C und B liegen aber mit l 




Fig.SlS. 

in einer Vertikalebene, die wir bereits oben um eine Achse a parallel 
zu TTi gedreht haben. Bei dieser Drehung werden die genannten 
Iiichtstrahlen parallel zu /„ und ihre Schnittpunkte C^, B^ mit a sind 
zugleich die Schnittpunkte jener Lichtstrahlen durch C und D mit 
der horizontalen Hilfaebene, da sie sich bei der Drehung ja nickt 
ändern. Nun hat man nur noch M^C^ = -^-^« = -^C, = MD^ 
zu machen. 

Fällt ein Teil des Schlagschattens in den Aufriß, so kann man 
entweder ganz wie vorher die Achsen der Schlagschattenellipse 
im AuMß bestimmen, oder man konstruiert zu einzelnen Punkten 
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den Aufrißschatten aus dem im Grundriß. Sind P^ und P* die Schatten 
von P im Grund- und Aufriß, und projiziert man sie auf die ar- Achse, 
so liegt der erste mit der Projektion des zweiten auf einer Parallelen 
zu r und der zweite mit der Projektion des ersten auf einer 
Parallelen zu /". 

477. Eine Cylinderfläche entsteht, wenn eine Gerade parallel 
mit sich selbst fortbewegt wird; die einzelnen Lagen der bewegten 
Geraden heißen Mantellinien. Die erzeugte Fläche wird von jeder 
Ebene, die den Mantellinien parallel ist, in einer Anzahl Mantel- 
linien geschnitten. Man kann diese konstruieren, indem man die 
Cylinderfläche und die Ebene mit einer Hilfsebene schneidet; 
Spurkurve und Spurgerade in dieser schneiden sich dann in 
Punkten der gesuchten Mantellinien. Hält man eine Mantellinie fest 
und dreht die Ebene um sie, so bewegen sich deren weitere Schnitt- 
geraden. Setzt man die Drehung fort, bis die erwähnte Spurgerade 
der Ebene die Spurkurve der Cylinderfläche berührt, so fallen zwei 
Schnittlinien zusammen, die Ebene berührt in dieser Lage die 
Fläche längs einer Mantellinie. In der That tangiert jede Gerade 
dieser Ebene die Cylinderfläche, da zwei ihrer Schnittpunkte auf 
jener Mantellinie zusammenfallen. 

478. Kennt man von einer Cylinderfläche irgend eine ebene oder 
Raumkurve und die Richtung ihrer Mantellinien, so ist sie bestimmt. 
Der wahre Umriß einer Cylinderfläche besteht aus einer An- 
zahl Mantellinien, da in den Punkten einer solchen die nämliche 
Tangentialebene berührt. Sind m, m" die Projektionen einer Mantel- 
linie und u, m" die einer beliebigen Kurve der Cylinderfläche (die alle 
Mantellinien schneidet), so bestehen die scheinbaren Umrisse aus den- 
jenigen Tangenten von u resp. m", die zu w' resp. w" parallel laufen. 
Auch die Lichtgrenze besteht aus einer Anzahl Mantellinien, längs 
deren die Tangentialebenen parallel zum Lichtstrahl sind. Ist u^ und m^ 
der Horizontalschatten von u und m (Fig. 314) und zieht man an u^ 
Tangenten parallel zu m^, so bilden diese die Horizontalspuren von 
Ebenen, die zu den Lichtstrahlen parallel sind und die Cylinder- 
fläche tangieren. Ist a^ eine solche Tangente und A^ ihr Berührungs- 
punkt mit u^, so lege man durch A^ einen Lichtstrahl, der u in 
einem Punkte A schneidet; die Mantellinie a durch A bildet dann 
einen Teil der Lichtgrenze, trennt also ein im Eigenschatten liegen- 
des Flächengebiet von einem anderen, das sich im Licht oder im 
Schlagschatten befindet. Ebenso findet man die Lichtgrenze c, ihr 
Schlagschatten c^ kommt indessen auf der Horizontalebene nicht 
wirklich zu Stande, da er in das Innere des Schlagschattens des 

21* 
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Cylinders iäUt. Es giebt deshalb eine zweite Mantellinie, deren 
Schatten ebenfalls nach c^ iallt, sie geht durch den Punkt P von 
u, dessen Schatten ^, = c^ x m» ist, und empfangt von e Schlag- 
schatten. 

Das Verfahren läßt sich vereinfachen, wenn die Kurve u auf 
der Cylinderfläche in einer Ebene E liegt. Dann bestimme man 
den Schatten von m auf E, etwa m*, und lege an u Tangenten parallel 



zu m*, die Maiitellinien durch ihre Berührungspunkte bilden dann 
die Licbtgrenze. Wirft eine Mantellinie Schlagschatten auf einen 
Teil der Cylinderfläche, so ist ihr Schatten wieder eine Mantellinie; 
beide besitzen iu der Ebene E Spurpunkte auf m, deren Verbindungs- 
linie zu m* parallel ist, 

479. Nachdem wir hiermit die allgemeinen Methoden kennen 
gelernt haben, wollen wir dieselben auf einzelne Fälle anwenden. 
Wir werden dabei annehmen, daß die Cylinderfläche von zwei 
ebenen parallelen Schnitten begrenzt sei und sie kurz als Cylinder 
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bezeichnen. Wie man solche ebene Schnitte findet, davon wird 
weiterhin noch die Bede sein. 

Sei die Grnndebene E und in ihr als Gmndkurve eines 
Cylinders eine Ellipse u durch ihre erste Projektion u', so- 
wie die Richtung m seiner Mantellinien gegeben; es sollen 
die Projektionen des Cylinders, sein Eigen- und Schlag- 
schatten gefunden werden. 

Seien e,, e^ die Spuren von E, seien femer M" der Mittelpunkt 
und A'^, C'iy zwei konjugierte Durchmesser von w' und bilde MN 



Fig. 315. 

(als Parallele zu den Mantellinien) die Cylinderachse. Man findet 
dann sofort die konjugierten Durchmesser Ä'B', C"I/' der Ellipse 
u" (denn AB, CD liegen in E) und kann daraus die Ellipsen u und 
u" selbst zeichnen. Der scheinbare Umriß in TTi wird von den 
beiden Tangenten von«' gebildet, die zu j^iV' parallel laufen ; ihre 
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Berührungspunkte aber liegen auf dem Durchmesser J'K\ der zu 
MN" konjugiert ist. Zeichnet man demnach in A' die Tangente und 
Normale von u und bestimmt auf der letzteren den Punkt P^, so 
daß PqÄ' = M'C = M'D' wird, so ist der Kreis um P^ mit dem 
Radius P^Ä' zu u' affin und die gemeinsame Tangente die Affinitäts- 
achse, wodurch sich^ unmittelbar zu MN' der konjugierte Durch- 
messer J'Z' der Lage und Länge nach ergiebt. Ganz ebenso be- 
stimmt sich der scheinbare umriß in IIa. Um die Mantellinien der 
Lichtgrenze und ihre Spurpunkte F, G auf m in E zu finden, suchen 
wir zunächst den Schatten N* von N auf E; F' und G^ sind dann 
die Berührungspunkte der beiden Tangenten von u, die zu MN*" 
parallel sind, sie liegen also auf dem hierzu konjugierten Durch- 
messer. 

Der Schlagschatten des Cylinders auf die Horizontalebene be- 
steht aus zwei Halbellipsen und ihren parallelen gemeinsamen Tan- 
genten. Konstruiert man den Schatten F^M^G^H^N^ von FMGHN^ 
so sind FJM^^ und HJ^^ konjugierte Halbmesser der SchatteneUipse 
u^ und die Tangenten in F^ und G^ an m^, die parallel zu S^M^N^ 
sind, bilden die Schlagschattengrenze. Da die Ellipsen mit den 
Mittelpunkten M und iV kongruent und parallel sind, so sind 
auch ihre Schatten kongruent; u und u^ sind affin, «^ ist die 
Affinitätsachse. 

Wäre die Grundkurve u des Cylinders keine Ellipse, sondern 
eine beliebige Kurve, so wäre die Konstruktion genau dieselbe ge- 
blieben, nur hätten wir die Tangenten und ihre Berührungspunkte 
nach den im vorigen Kapitel angeführten Methoden bestimmen 
müssen. 

480. Denken wir uns den Cylinder hohl, so wird ein Teil 
seines oberen Randes v Schatten auf die innere Cylinderfläche werfen. 
Empfängt eine Mantellinie den Schatten einer anderen, so muß sie 
mit ihr in einer Parallelebene zum Lichtstrahle liegen, d. h. in einer 
Ebene, die zu MNN^ parallel ist. MN^ ist aber die Spur dieser 
Ebene in E, jene Parallelebene besitzt also in E und in der Ebene 
der Ellipse v Spuren, die zu MN^ parallel laufen. Ist demnach die 
Sehne Q'R von v' parallel zu M N^, so wirft die Mantellinie durch 
Q und damit Q selbst seinen Schatten auf die Mantellinie durch 
Ä, wodurch sich Q* sofort ergiebt, da Q'Q* \\ V ist. Der Schlag- 
schatten t?* von V auf dem Cylinder verläuft offenbar von F^ nach G^ 
und man kann in der geschilderten Weise beliebig viele Punkte 
von ihm zeichnen. Es bildet indeß v* eine Halbellipse, von der 
F^lS' r=^ W G( und U^N' ein Paar konjugierte Halbmesser sind 
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[H^L^'WMW und H^H^^\\V). In 514 wird nämlich gezeigt, daß 
zwei Cylinder, die sich in einer Ellipse durchschneiden, noch eine 
zweite Ellipse gemein haben; die beiden Ellipsen besitzen einen 
gemeinsamen Durchmesser und sind affin. Durch v geht nun außer 
dem gegebenen Cylinder noch ein Cylinder, dessen Mantellinien den 
Lichtstrahlen parallel laufen, sie durchdringen sich — abgesehen 
von V — noch in der Schlagschattenellipse i?*. 

481. Wir wollen uns noch die Frage nach den Tangential- 
ebenen eines Cylinders aus einem gegebenen Punkte vor- 
legen. Die Tangentialebene in einem Punl^e des Cylinders berührt 
ihn längs der Mantellinie, die jenen Punkt enthält; alle Tangential- 
ebenen sind also den Mantellinien parallel. Legt man demnach 
durch den gegebenen Punkt eine Parallele zu den Mantellinien, so 
müssen die gesuchten Tangentialebenen diese Parallele enthalten. 
Die Spuren der Tangentialebenen in E sind also die von dem 
Schnittpunkt der Parallelen mit E an m gelegten Tangenten ; dadurch 
ergeben sich denn auch die Berührungslinien jener Ebenen. Würde 
man sich den gegebenen Punkt als Lichtquelle vorstellen, so würden 
die Berührungslinien die Lichtgrenzen auf dem Cylinder bedeuten. 
In der Figur 315 ist die letzte Konstruktion nicht durchgeführt. 

483. Eine Kegelfläche entsteht durch Bewegung einer Ge- 
raden, von der ein Punkt festgehalten wird; die einzelnen Lagen der 
bewegten Geraden heißen Mantellinien, der gemeinsame feste 
Punkt Spitze oder Scheitel der Kegelfläche. Die erzeugte Fläche 
wird von jeder Ebene durch ihre Spitze in einer Anzahl Mantel- 
linien geschnitten, die man dadurch konstruiert, daß man Kegel- 
fläche und Ebene mit einer Hilfsebene schneidet; Spurkurve und 
Spurgerade schneiden sich dann in den Spurpunkten der gesuchten 
Mantellinien. Hält man eine solche fest und dreht die Ebene um 
sie, so bewegen sich die anderen Schnittgeraden. Setzt man die 
Drehung fort bis die Spurgerade der Ebene die Spurkurve der 
Kegelfläche berührt, so fallen zwei Mantellinien zusammen; die 
Ebene berührt in dieser Lage die Fläche längs dieser Mantellinie. 
In der That tangiert jede Gerade dieser Ebene die Kegelfläche, da 
zwei ihrer Schnittpunkte auf jener Mantellinie zusammenfallen. 

483. Kennt man von einer Kegelfläche irgend eine ebene oder 
ßaumkurve und ihre Spitze, so ist sie bestimmt. Der wahre Umriß 
einer Kegelfläche besteht aus einer Anzahl Mantellinien, 
da in den Punkten einer solchen die gleiche Tangentialebene be- 
rührt. Sind Ä', 8" die Projektionen der Spitze und u, iC die einer 
beliebigen Kurve der Kegelfläche (die alle Mantellinien schneidet), 
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80 bestehen die sclieinbarea Dmrisae aus den von 8' resp. iS" an 
die Kurve u resp, u" gelegten Tangenten. Auch die Lichtgrenze 
besteht ans einer Anzahl Mantellinien längs derselben sind die 
Tangentialebenen parallel zum liichtstrahl. Sind S^ und «^ die 
Horizontaischatten von 8 nnd u, so sind die Tangenten von 8^ an a, 
die Horizontalspuren von Ebenen, die den Lichtstrahl SS^ durch 
die Kegelspitze enthalten und die Fläche tangieren. Ist a^ eine 





Fig. 316. 

solche Tangente nnd A^ ihr Berührungspunkt auf u^, so lege man 
durch J^ einen Lichtstrahl, der u in einem Punkte A schneidet; 
die Mantellinie SA bildet dann einen Teil der Lichtgrenze. 

Liegt die Kurve u der Kegelfläcbe in einer Ebene E, so ver- 
fährt man am bequemsten in folgender Weise. Man suche den 
Schatten von 5 auf E, etwa S*, nnd lege von S* Tangenten an w, 
dann bilden die Mantellinien durch ihre Berührungspunkte die Licht- 
grenze. Wirft eine Mantellinie Schlagschatten auf einen Teil der 
Kegelfläche, so ist ihr Schatten vfieder eine Mantellinie; beide 
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besitzen in der Ebene E Spurpunkte auf m, deren Verbindungslinie 
durch S* hindurchgeht. 

484. Eine Kegelfläche, die durch die Spitze und einen ebenep 
Schnitt begrenzt wird, heißt kurz Kegel, jener Schnitt seine Grundkurve. 
In 104 — 106 und 259 — 263 sind ausführlich die Eigenschaften der 
geraden und schiefen Kreiskegel behandelt worden, auf die hier 
nochmals verwiesen sein mag. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe: 

Einen geraden Kreiskegel zu zeichnen, wenn die Basis- 
ebene E, seine Höhe h, sowie Mittelpunkt und Radius r 
seines Grundkreises u gegeben sind; Eigen- und Schlag- 
schatten zu bestimmen. 

Man legt durch eine Hilfsebene TTg senkrecht zu e^ und 
zeichnet in ihr einen Seitenriß. Zunächst ergiebt sich e^ und 0'", 
dann (y"8"' \_ e^ und = h und als Seitenriß des Kegels das Dreieck 
Ä"B"8"'[Ä"B" = 2r). Hieraus findet man unmittelbar S\ 8" (in 
der Figur liegt 8 in TTi) und die Achsen AB und OB = 2r von u\ 
die beiden Tangenten von S' an u bilden dann den scheinbaren 
Umriß im Grundriß, um die Berührungspunkte J',K' dieser Tan- 
genten zu konstruieren, lege man u um e^ nach u^ nieder und be- 
nutze die Affinität von u^ und u. Sucht man zu S' den affinen 
Punkt ^^(iS'iSj II ^j, 5^^^= Ä^jiV), zieht die Kreistangenten S^^J^ und 
SqKq, so sind die affinen Linien SV, S'K' die gesuchten ümriß- 
linien (J^qN = NZ^ , J'K' = J^K^ durch L^ ). Im Aufriß kann man 
ganz analog verfahren. Man kann die Tangenten S'J' und S'K' 
auch noch einfacher durch folgende Überlegung gewinnen. Man 
denke sich eine Kugel, die den Kegelmantel längs u berührt; der 
Seitenriß ihres Mittelpunktes M ht M" {M"B" 1. F"S'") und ihr 
Radius = M"'B'\ Grundriß und Aufi:iß der Kugel sind Kreise 
mit dem gleichen Eadius und den Mittelpunkten M' resp. M" , Die 
Tangenten an diese Kreise aus den Punkten S' und S" respektive 
und ihre Berührungspunkte fallen zusammen mit den gesuchten 
Tangenten an u und u respektive und ihren Berührungspunkten. 
In der That berührt jede Ebene, die den Kegel längs einer Mantel- 
Haie berührt, die Hilfskugel in dem auf u gelegenen Endpunkte der 
Mantellinie. Ist diese Tangentialebene zu einer Projektionsebene 
senkrecht, so liefert sie eine Umrißlinie des Kegels und einen Punkt 
auf dem Kugelumriß, der zugleich dem Kreise u angehört, was unsere 
Behauptung beweist. 

Um den Horizontalschatten des Kegels zu konstruieren, zeichnen 
wir zunächst den Schatten A^BJJ^B^S^X^^I)^^ C'B')\ dann sind 
AJß^ und CJD^ zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse u^ und 
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die Tangenten von S^ an m. bilden die Grenzlinien des Schlag- 
schattens. Um sie zu zeichnen benutze man die Aiänität von n, 
{ind u, («j Affinitätsachse], suche zu S^ den affinen Punkt S^ mid 
lege an w^ die Tangenten S^F^ und S^G^. Bestimmt man zur Be- 






Jio 



Fig. 817. 

rührungssehne F^G^ rückwärts die aifine Strecke FJi^, so ist sie 
die Berühmngs sehne der von 5^ an m, gelegten Tangenten. Aber 
auch Wp und %i sind affine Kurven {e^ Afflnitätsachse) und die an 
ij,, Co affinen Punkte F, G' von m' ergeben auf dem Eegel die Licht- 
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grenzen S'F und 8'G% woraus sich dann leicht S"F' und 8"G' 
finden lassen. 

485. Nehmen wir an, daß der Kegel hohl sei, so wirft eüx^ 
Teil des Bandes u Schlagschatten auf das Innere des Kegelmantels. 
Zwei Mantellinien, von denen eine auf die andere Schatten wirft, werfen 
den gleichen Schatten auf TTi, man kann also mit Hilfe des Horizontal- 
schattens zu jeder Mantellinie die von ihr Schatten empfangende 
Mantellinie des Kegels finden, und somit beliebig viele Punkte des 
Schattens u* von u auf die Kegelfläche. Noch besser benutzt man, 
um Punkte dieses Schattens m* zu konstruieren, den Schatten 5* von 
S auf E. Empfängt nun eine Mantellinie den Schatten einer anderen, 
so liegen ihre Spurpunkte auf m in E mit S* in gerader Linie. 

Nach 514 durchdringen sich Cylinder- und Kegelfläche, die 
einen Kegelschnitt gemeinsam haben, noch in einem zweiten; die 
gemeinsame Sehne beider Kegelschnitte schneidet die Flächen in 
zwei Punkten, in denen sie die gleiche Tangentialebene aufweisen. 
Der Schatten u* erscheint aber als Schnitt der Kegelfläche mit 
einem Cylinder, dessen Grundkurve der Kreis u ist und dessen 
Mantellinien zu den Lichtstrahlen parallel sind. Es ist deshalb u* 
ein Kegelschnitt und FG ist die gemeinsame Sehne von u und m*. 
Die Kurven u und u* sind affin, da sie auf dem nämlichen Cylinder 
liegen, FG ist die Affinitätsachse, P und P* sind ein Paar affiner 
Punkte (P = M X OS*, PP* || /, 5*P X ÄP* = Q liegt auf u). Was nun 
für u und m* gesagt wurde, gilt in gleicher Weise für u' und u* 
(resp. für u" und u"*). Die Affinitätsachse ist FG\ ein Paar affiner 
Punkte sind P' und P'*; hiernach ist aber die Ellipse u* leicht 
als affine Kurve zu u zu zeichnen. 

Liegt noch die Frage nach den Tangentialebenen eines 
Kegels aus einem gegebenen Punkte vor, so bemerkt man 
zunächst, daß jede solche Ebene längs einer Mantellinie berührt, 
also durch die Spitze 8 hindurchgeht. Die gesuchten Tangential- 
ebenen enthalten demnach die Gerade 8T, wenn T der gegebene 
Punkt ist. l%i U == 8T xEj so müssen die Spurlinien unserer 
Tangentialebenen in E durch U gehen und die Kurve u berühren, 
sie können mithin gezeichnet werden. In der Figur ist diese Kon- 
struktion nicht durchgeführt. 

486, Von einem Kegel ist der Scheitel 8 und die G-rund- 
kurve u bekannt, die eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
sein kann; es sollen seine Achsen bestimmt werden. 

Wir haben im vorausgehenden Kapitel gesehen, daß die Polar- 
eigenschaften eines Kegelschnittes bei Centralprojektion sich nicht 
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ändern; hieraus lassen sich unmittelbar die Polareigenschaften des 
Kegels erschließen. Hat eine Kegelfläche den Scheitel S und die 
Grundkurve u und stellen A und a irgend einen Pol und seine 
Polare in Bezug auf u dar, so heißt SÄ = «c der Polstrahl der 
Ebene Sa = A in Bezug auf die Kegelfläche und umgekehrt heißt 
A die Polarebene des Strahles «c. Alle Kegelsehnen, d. h. Strecken, 
deren Endpunkte auf dem Kegel liegen, werden falls sie selbst oder 
verlängert Qc schneiden durch a^ und A harmonisch geteilt. Speziell 
werden alle Kegelsehnen, die zu «c parallel sind, durch A 
halbiert. Analog werden alle Sehnen, die durch einen Punkt M 
von ttc gehen und zu A parallel sind, in jW halbiert, oder mit anderen 
Worten: die Mittelpunkte aller zu einer Ebene A parallelen 
Kegelschnitte liegen auf dem zu A gehörigen Polstrahl Ac- 
Diese Kegelschnitte sind natürlich ähnliche und ähnlich gelegene 
Kurven und zwar Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln; unter ihnen 
befindet sich der Ebene durch S entsprechend ein Punkt, eine 
doppelte Gerade oder ein Geradenpaar. Steht ein Polstrahl auf 
seiner Polarebene senkrecht, so wird er zur Achse und seine Polar- 
ebene zur Haupt- oder Symmetrieebene des Kegels; letztere 
halbiert alle zu ihr senkrechte Sehnen, erstere trägt die Mittel- 
punkte aller zu ihr senkrechten Schnittkurven. Durch jede Kegel- 
achse gehen zwei Hauptebenen, nämlich die Ebenen, welche die 
Achsen der zu ihr senkrechten Kegelschnitte enthalten, denn sie 
halbieren die zu ihnen senkrechten Sehnen. Analog liegen in jeder 
Hauptebene zwei Kegelachsen, sie sind den Achsen der zu ihr 
parallelen Kegelschnitte parallel. Jeder Kegel besitzt demnach 
drei zu einander rechtwinklige Achsen, die zu zwei und 
zwei die drei Hauptebenen bestimmen (vergl. 262). Zunächst 
haben wir dabei vorausgesetzt, daß immer eine Achse existiert, die 
weitere Darlegung wird die Richtigkeit dieser Voraussetzung ergeben. 
487. Zwei Strahlen durch 8, von denen jeder in der 
Polarebene des anderen liegt, heißen harmonisch oder kon- 
jugiert. Zu jedem Strahl durch S giebt es einen harmoni- 
schen, rechtwinkligen Strahl, er bildet die Schnittlinie der zu 
jenem Strahl durch S. gelegten Normalebene mit seiner Polarebene. 
Nur zu den Achsen sind alle Strahlen der zugehörigen Hauptebene 
rechtwinklig und zugleich harmonisch. Seien nun A und M zwei be- 
liebige Ebenen durch den Scheitel S des Kegels, / und m ihre Spuren 
in der Ebene TT der Grundkurve u, l und m ihre Normalen in 5, 
1^ und nie ihre Polstrahlen ; die Spurpunkte dieser Geraden in TF 
mögen Z^, TÜf , i/^, Mc respektive sein. Bezeichnen wir ferner mit 



Kugel, Gylinder, KegeL 333 



Ä den Spurpunkt eines Strahles a durch S, mit A^ die Normalebene 
zu a in 5, mit Ac die Polarebene von «, mit «„ resp. «c die Spur- 
linien dieser Ebenen, dann ist «^ = A« X Ac der harmonische recht- 
winklige Strahl zu a und A^ = a^ X «c sein Spurpunkt. Beschreibt 
nun a einen Strahlbüschel in der Ebene A mit dem Scheitel 8, so 
beschreibt A„ einen dazu projektiven Ebenenbüschel mit der Achse 
4 und Ac einen projektiven Ebenenbüschel mit der Achse Ic» In 
der Ebene TT durchläuft dann der Spurpunkt A von a die Punkt- 
reihe Z, während der Spurpunkt A^ des zu a harmonischen, recht- 
winkligen Strahles a^ einen Kegelschnitt l^ durchläuft; dieser Kegel- 
schnitt wird erzeugt durch zwei projektive Strahlbüschel, deren ent- 
sprechende Strahlen a„ und a« sich um die Scheitel Z„ und Zc drehen; 
er enthält deshalb die Punkte Zn und Zc . In gleicher Weise werden 
den Punkten einer Geraden m von TT die Punkte eines Kegel- 
schnittes TWj entsprechen, wenn wir die Spurpunkte harmonischer 
rechtwinkliger Strahlen kurzweg als entsprechende Punkte be- 
zeichnen (Fig. 318). Dem Punkte JF=lxm entspricht ein gemeinsamer 
Punkt W\ von l^ und m^, diese Kegelschnitte müssen sich deshalb 
mindestens noch in einem weiteren Punkte X^ schneiden. Zu X^ 
giebt es mithin je einen entsprechenden Punkt auf l und m, zu 
SX^ = x^ giebt es also zwei harmonische rechtwinklige Strahlen, 
d. h. x^ ist eine Achse unseres Kegels, der nach Obigem noch zwei 
weitere Achsen besitzen muß. Die Kegelschnitte l^ und m^ 
schneiden sich — abgesehen von dem zu l x m entsprechenden Punkte 
— in den Spurpunkten X^, Yi,Z^ der drei Kegelachsen ^ij^u^i 
(Fig. 318; vergl. die analoge Untersuchung in 376). 

488. Hiernach genügt es zu zwei beliebigen Geraden / und m 
die entsprechenden Kegelschnitte l^ und m^ wirklich zu zeichnen, um 
ihre Schnittpunkte und damit die Achsen des Kegels zn gewinnen. 
Zur Erzeugung des Kegelschnittes l^ dienen zwei projektive Strahl- 
büschel; der eine hat seinen Scheitel im Pole Zc von l in Bezug 
auf M, seine Strahlen sind die Polaren der bezüglichen Punkte von Z; 
der andere hat seinen Scheitel in Z^, seine Strahlen stehen senk- 
recht auf den Verbindungslinien der bezüglichen Punkte von l mit 
S\ wo S' die Projektion von S auf TT bedeutet. Ist Z^ der Fuß- 
punkt des von S' auf l gefällten Lotes, so liegt Zn auf der Ver- 
längerung dieses Lotes S'Z^ über ä" hinaus und genügt der Relation: 
S'Xg . S'Zn = h^, wenn man unter h = SS' = S'S^ die Höhe des Kegels 
versteht, da ja z. Z^^SZ^ ein rechter Winkel ist. Jeder Geraden 
in TT entspricht ein Kegelschnitt durch die Punkte Xj, Z^, Z^\ unter 
allen diesen Kegelschnitten wird man zwei besondere auswählen, 
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die zur genauen Auffindung ihrer Schnittpunkte am meisten ge- 
eignet erscheinen. Als besonders geeignet ist die gleichzeitige Hy- 
perbel anzusehen, die der unendlich fernen Geraden entspricht, und 
der Kreis durch die Punkte X^, ¥^, Z^\ auf die Konstruktion und 
die Eigenschaften dieser beiden Kurven wollen wir jetzt naher 
eingehen. 

Sei / die unendlich ferne Gerade, so fallen Lc und L^ respektive 
mit dem Mittelpunkte von u und 8' zusammen. Zu einem un- 
endlich fernen Punkte, d. h. zu einer Richtung, erhält man den 
entsprechenden Punkt, indem man den zu dieser Bichtung kon- 
jugierten Durchmesser von u mit der zur Richtung senkrechten 







Fig. 318. 

Geraden durch ä" schneidet. Dem unendlich fernen Punkte G der 
Achse AB von u entspricht demgemäß der unendlich ferne Punkt G^ 
der Achse CD und umgekehrt; dem unendlich fernen Punkt P von 
S'O entspricht der Punkt F^, wobei F^S' J. S'O und F^O, FO kon- 
jugierte Durchmesser von u sind. Der unendlich fernen Geraden 
entspricht deshalb der Kegelschnitt Z^, der die fünf Punkte 0, 8% F^, G, G^ 
enthält; demnach ist Z^ eine Hyperbel, deren Asymptoten zu den 
Achsen AJB und CD von u parallel sind; eine solche Hyperbel mit 
rechtwinkligen Asymptoten nennt man gleichseitig. Nun liegen 
je zwei konjugierte Durchmesser einer Hyperbel zu ihren Asymptoten 
harmonisch (nach 298); bei der gleichseitigen Hyperbel liegen des- 



Kugel, Cylinder, Kegel. 835 



halb je zwei konjugierte Durchmesser symmetrisch zu den Asymp- 
toten. Der Mittelpunkt H unserer Hyperbel l^ ergiebt sich hiernach 
als Schnitt zweier Durchmesser, von denen der eine durch die Mitte 
/ der Sehne S'O geht und mit der Achse AB den gleichen Winkel 
einschließt wie diese Sehne, während der andere die Mitte K der 
Sehne F^S' enthält und mit dieser gegen die Achse A£ gleich 
geneigt ist, denn jeder Durchmesser halbiert die Sehnen, die dem 
konjugierten Durchmesser parallel sind. Zeichnet man also drei 
Rechtecke, deren Seiten zu AB und CJ) parallel und deren erste 
Diagonalen S'O, S'F^j F^O respektive sind, so schneiden sich ihre 
zweiten Diagonalen im Mittelpunkt // der Hyperbel; von dieser 
findet man beliebig viele Punkte aus ihren Asymptoten g und g^ 
und den bekannten Punkten. Weiterhin wird noch eine Methode 
angegeben, um beliebige Durchmesser der Hyperbel l^ direkt zu 
bestimmen. 

489. Zur Erlangung des Kreises durch die Punkte Xj, Y^^ Z^ 
bedürfen wir eines Satzes, der zunächst hier abgeleitet werden soll. 
Einer beliebigen Geraden i entspricht in der oben geschilderten 
Weise ein Kegelschnitt ij, einer Punktreihe auf i entspricht eine zu 
ihr projektive Punktreihe auf z^. Wählen wir auf i irgend eine 
Punktinvolution mit den Doppelpunkten /" und /*', so entspricht 
ihr auf i^ eine Punktinvolution mit den Doppelpunkten J^ und J^^\ 
die Verbindungslinien der Punktepaare dieser Involution auf i^ gehen 
durch das Centrum J^ der Involution (nach 325) und die Schnitt- 
punkte der zugehörigen Tangentenpaare liegen auf der Achse j der 
Involution; dabei ist J die Polare von J^ in Bezug auf i^ und geht 
durch die Doppelpunkte /j" und J^^ der Involution. Der Geraden 
j entspricht ein Kegelschnitt J^, der offenbar durch die Punkte /** 
und /» von i hindurchgeht; der Involution auf j mit den Doppel- 
punkten /j" und J^^ entspricht auf j^ die Involution mit den Doppel- 
punkten /** und /*, d. h. für diese Involution auf J^ ist i = /"/*' die 
Achse und der Pol /* von i in Bezug auf Jj ist das Centrum. Hieraus 
fließt der Satz: 

Sucht man zu zwei beliebigen Geraden 2 und j die ent- 
sprechenden Kegelschnitte i^ und J^, so entspricht der In- 
volution der Punktepaare auf i, die hinsichtlich j^ kon- 
jugiert sind, die Involution auf Zj, deren Achse j ist; ebenso 
entspricht der Involution der Punktepaare auf J, die hin- 
sichtlich f^ konjugiert sind, die Involution aufj^, deren 
Achse i ist. Dieser Satz ist allerdings zunächst nur bewiesen, 
wenn i und Jj, also auch ^ und j sich schneiden, er gilt indeß all- 



336 Kugel, Cy linder, KegeL 



gemein, wie unten noch gezeigt werden soll. Die Kegelschnitte ^ 
und Ji hahen die Punkte X^, Y^, Z^ und außerdem den zu i xj ent- 
sprechenden Punkt gemein. 

490. Nun betrachten wir die unendlich ferne Gerade / und auf 
ihr die Involution, deren Punktepaare sich aus (und also aus jedem 
endlichen Punkte) durch rechtwinklige Strahlen projizieren; dieser 
Involution auf l entspricht eine Involution auf der Hyperbel /j, von der 
G, G^ und 0, F^ zwei Punktepaare sind. Denn Gj G^ gehören der In- 
volution auf l an, also die entsprechenden Punkte G^, G der In- 
volution auf ^, ebenso bilden i^ und der unendlich ferne Punkt 0^ 
von S'F^ {S'F ± S'O^) ein Punktepaar jener Involution, also die ent- 
sprechenden Punkte jPj und ein Punktepaar der Involution auf ^. 
Das Centrum der Involution auf ^ ist der Schnittpunkt GG^ x OF^, 
d. h. der unendlich ferne Punkt M auf OF^, ihre Achse ist die 
Polare m von M in Bezug auf ^, d. h. der Hyperbeldurchmesser 
HN{NO = NF^y Dieser Geraden m entspricht ein Kegelschnitt vn^ 
durch Xj, Jj, Z^j für den die Punktepaare der Involution auf/ kon- 
jugierte Punkte sind, fiir den also je zwei konjugierte Durchmesser 
aufeinander senkrecht stehen; der Kegelschnitt m^ ist mithin der 
Kreis durch die Punkte X^, Z^, Z^, 

Die Punkte G, G^, 0, F^ bilden aber ein der Hyperbel l^ ein- 
geschriebenes Viereck, von dem sich ein Paar Gegenseiten, nämlich 
GG^ und OF^ in M schneiden, die Punkte P=OG^x F^G und 
Q=z OG^ X F^O^ liegen also auf der Polaren m von -üf und sind 
konjugiert in Bezug auf l^. Nach dem vorausgeschickten Satze ent- 
spricht der Involution der hinsichtlich \ konjugierten Punkte von 
m eine Involution auf dem Kreise wi^, deren Achse die unendlich 
ferne Gerade l ist, deren Punktepaare also auf den Durchmessern 
von OTj liegen. Die Punkte P^, Q^, die jenen Punkten P und Q ent- 
sprechen, sind somit die Endpunkte eines Durchmessers des Kreises 
m^. In Pj schneiden sich die Polare von P in Bezug auf u und die 
Gerade RB^ , wenn RP^ J_ S'P, S'T, S'R = S'S^^ = h^, T= RS' x F^P, 
RT\\ 0P\ ähnlich findet sich Q^, Der Kreis m^ und die gleichseitige 
Hyperbel l^ liefern die Spurpunkte X^, Z^, Z^ der drei Achsen unseres 
Kegels; sie schneiden sich noch in einem Punkte W\^ der dem 
Punkte m X /, d. h. dem unendlich fernen Punkte von PQ entspricht 
(W\S' _L PQ, L. W\OÄ = /_ S'OA, H=^PQx W^S'). Eine KontroUe 
für die Richtigkeit der Zeichnung besteht darin, daß 8' der Höhen- 
schnittpunkt des Spurendreiecks X^Y^Z^ sein muß. 

491. Um den Beweis des oben genannten Satzes in allgemein 
gültiger Form zu erbringen, können wir in folgender Weise verfahren. 
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Zunächst erinnern wir daran, daß die Polaren eines Punktes in 
Bezug auf alle Kegelschnitte durch vier feste Punkte einen 
Punkt gemein haben (vei^l. 369); zu jedem Punkt giebt es also 
einen weiteren, der jenem in Bezug auf alle die Kegelschnitte 
konjugiert ist. 

Kommen wir nun zurück zu den Geraden i und j und den Kegel- 
schnitten 2j und Ji, die ihnen in dem früher angegebenen Sinne ent- 
sprechen. Legen wir durch / — den Pol vonj in Bezug auf 2^ — eine 
beliebige Gerade, die ?j in A^ und B^ schneidet (Fig. 319), so müssen 
wir zeigen, daß die entsprechenden Punkte A und £ auf i in Bezug 
auf ^'j konjugiert sind. Ist C der Pol von A^^B^ in Bezug auf Zj, so 
entsprechen den Geraden durch C Kegelschnitte, die alle die vier 
Punkte Xj, Tj, -Zj, C^ enthalten, wenn C^ der entsprechende Punkt 
zu C ist; zu diesen Kegelschnitten gehört auch j^, da C auf J liegt. 
Sind aber k und / zwei Geraden durch C, die ij in den Punkten 
Äj, JTi' respektive L^, L{ schneiden, so schneiden die entsprechenden 
Kegelschnitte \ und \ die 
Gerade i in den entsprechen- 
den Punkten Z, K respektive 
i, L' . Da jedoch auf \ die 
Punktepaare K^^K^ und L^, L^ 
durch -4j, B^ harmonisch ge- 
trennt werden, so werden auch 
auf i die Punktepaare K, K' und 
i, L' durch J, B harmonisch 
getrennt, d. h. A und B sind Pig, 319, 

konjugierte Punkte in Bezug 

auf die beiden Kegelschnitte k^ und Z^, woraus denn nach dem 
oben citierten Satze folgt, daß A und B auch hinsichtlich des 
Kegelschnittes j^ konjugiert sind. 

Kugel, Cylinder, Kegel, ihre ebenen Schnitte und 

Abwickelungen. 

493. Eine Ebene E von vorgegebenen Spuren e^, e^ mit 
einer Kugel zu schneiden (Fig. 320). 

Da die Schnittkurve ein Kreis ist, ihre Projektionen aber 
Ellipsen, so genügt es zwei rechtwinklige Durchmesser dieses Kreises 
zu bestimmen, deren Projektionen konjugierte Durchmesser der 
Ellipsen sind. Wir legen nun durch den Kugelmittelpunkt eine 
Ebene A senkrecht zu e^ ; sie ist Symmetrieebene für die Kugel und 
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die Ebene E, also auch für den Schnittkreis ?/, d. h. f = E X ^ 
ist ein Durchmesser von u. Seine Endpunkte A^ B bestimmt man 
am besten, indem man A um eine horizontale Achse a durch 
in die Lage A^ parallel zu TTi dreht. Dabei geht der Schnitt von 
A mit der Kugel in k' und f mf^^ F^ff über [F^F^ = (G' -{ x\ 
G =fx a). Aus Aq =fQ X fc und £q = f^ x fc ergiebt sich sofort 
die kleine Achse A'B' von m'; ihre große Achse ist CD' = A^B^j ihre 
Berührungspunkte J', K' mit ä' liegen auf GH' {ff = a" x ^3), da GH 
die Schnittlinie von E mit der Ebene des Umrisses k ist. Im Aufriß 
bestimmt man entweder die konjugierten Durchmesser ^"5" und 
C'iy, oder man verfährt wie beim Grundriß. 

493, Will man die Schnittkurve einer Ebene E mit 
einer beliebigen Cylinderfläche bestimmen, so sucht man die 

e^ Schnittpunkte von E mit 

N. den Mantellinien des Cy- 

^ linders, indem man pro- 

jizierende Ebenen durch 
sie hindurchlegt. Ist 
auf der Cylinderfläche 
eine Kaumkurve u ge- 
legen, deren Projektio- 
nen u und u'' man kennt, 
^\^ so geht durch jeden 
/ Punkt P von u eine 
Mantellinie m. Die pro- 
jizierende Ebene mm' 
schneidet E in einer Ge- 
raden s und der Aufriß 
des Schnittpunktes Q = 
mxE ist Q" = m" X s\ 
Da die projizierenden 
Ebenen durch die Man- 
tellinien parallel sind, 
so sind es auch ihre 
Schnittlinien mit E, wo- 
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Fig. 320. 



von man Gebrauch machen kann, dann hat man nur noch ihre ersten 
Spurpunkte, die ja auf e^ liegen, nötig. 

Soll eine solche Cylinderfläche abgewickelt werden, so 
muß man zunächst einen ebenen Schnitt senkrecht zu den MantelHnien 
ausführen und erhält so eine Kurve w, die die Mantellinien senkrecht 
durchschneidet. Beim Abwickeln des Cylinders, den man als Prisma mit 
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sehr vielen, sehr schmalen Seiten auffassen kann, werden die Mantel- 
linien parallel, und der Normalschnitt v geht in eine zu diesen senk- 
rechte Gerade über (da er sie alle rechtwinklig schneidet). Man wird 
deshalb durch Niederlegen der Normalebene E um e^ in TTi die wahre 
Gestalt Vq von v zeichnen {v^ und v sind affin), dann v^ nach 453 
durch Teilen in kleine Strecken und geradliniges Aneinanderreihen 
derselben rektifizieren. Um zugleich mit dem Cylinder die Kurve 
u abzuwickeln, zieht man durch die Teilpunkte von v' die Pro- 
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Fig.^321. 

jektionen der Mantellinien und die entsprechenden^Mantellinien auf 
der abgewickelten Fläche; auf den letzteren sind die Strecken 
zwischen den abgewickelten Kurven proportional den Strecken 
zwischen ii und v' auf den ersteren. In der Abwickelung des 
Cylinders bildet die Kurve u mit den Mantellinien die gleichen 
Winkel wie auf der ursprünglichen Fläche. 

494. Schnitt eines geraden Kreiscylinders, dessen 
Grundkreis in TTi liegt, ^mit einer Ebene E, Abwickelung 
dieser Kurve mit dem Cylindermantel (Fig. 321 u. 322). 

22* 
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Die Schnittkurve ist eine Ellipse, die zu dem G-rundkreise afiEm 
ist; man erhält zwei konjugierte Durchmesser derselben, wenn man 
durch die Gylinderachse irgend zwei zu einander rechtwinklige Hilfs- 
ebenen legt und diese mit E schneidet. Legt man speziell durch 
die Gylinderachse eine Ebene senkrecht und eine Ebene parallel 
zur Spur e^^ so erhält man rechtwinklige konjugierte Durchmesser^ 
d. h. die Achsen der Schnittellipse u. Die kleine Achse AB ist 
als Hauptlinie gleich dem Durchmesser 2r des Gmndkreises, die große 
Achse CD ist als Falllinie gleich 2r:cosa, wenn a der Neigungs- 
winkel der Schnittebene E gegen TTi ist. Um die zweite Projektion 
der Falllinie zu finden ist in der Figur der erste Spurpunkt F^ 
und der Punkt JD benutzt, durch den die Hauptlinie DE gelegt 
wurde. Ä'ff' und CD' sind konjugierte Durchmesser der Ellipse 
m", ihre Berührungspunkte /", K" mit dem Umriß erhält man durch 
Anwendung einer Hilfsebene durch die Gylinderachse parallel zu 
TT2 {J"K" II ßg), denn eine solche schneidet den Cylinder in Mantel- 
linien, die im Aufriß als Umriß erscheinen. 

495. Zur Abwickelung des Cylindermantels mit der Ellipse u 




OR 



Fig. 322. 

ist noch in der Ebene CD CD ein Seitenriß gezeichnet worden 
{DD" = {D" H o:)), in der die Ellipse als Gerade u" erscheint Der 
abgewickelte Cylindermantel bildet ein Bechteck von der Höhe des 
Cylinders und von der Breite 2rn (näherungsweise 6fr). Die 
Hörizontalebene durch M schneidet den Cylinder in einem Kreise, 
dessen Abstand vom Grundkreise gleich WM ist; die Punkte 
J, Ä, B^ S (wobei BC, SD Mantellinien sind) teilen diesen Kreis in vier 
gleiche Teile, deren Lagen in der Abwickelung man zunächst ein- 
trägt. In dieser bestimmt man C und D (CB = DS ^ D'"8"% 
dann geht die abgewickelte Ellipse durch CADBC^ ihre Tangenten 
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in C und D sind parallel der Grundlinie des Bechtecks, ihre Tan- 
genten in Ä und £ schließen mit dieser den Winkel cc= /L. M'^F^W 
ein. A und B sind Wendepunkte der abgewickelten Kurve nach 460, 
weil die Tangentialebenen des Cylinders in A resp. B auf der 
Ebene der Ellipse u senkrecht stehen. Je vier symmetrische Punkte 
von u haben von dem Kreise ARBS gleichen Abstand, wie man 
aus dem Seitenriß ersieht; die abgewickelte Elllipse besteht deshalb 
aus vier symmetrischen Teüen. Um weitere Punkte von ihr zu 
erhalten, teile man den Viertelkreis AR in mehrere gleiche Teile, 
ziehe die zugehörigen Mantellinien, entnehme aus dem Seitenriß die 
Abstände der auf ihnen liegenden Ellipsenpunkte von dem Kreise, 
und trage diese Abstände in der abgewickelten Figur in den bez. 
Teilpunkten von AR senkrecht zu AR auf [AQ = Bog AQ = Bog ÄF, 
QP = q''F"). Die Tangente in einem Punkte P der Ellipse u 
projiziert sich im Grundriß als Tangente des Kreises im Punkte P', 
ihr Spurpunkt T liegt auf e^ , woraus sich dann ihr Aufriß ergiebt. 
Der Neigungswinkel der Tangente PT gegen die Mantellinie be- 
stimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck PFT und ist gleich 
L TPFj und da derselbe bei der Abwickelung erhalten bleibt, hat 
man in der abgewickelten Figur nur das genannte Dreieck ein- 
zutragen, um die bezügliche Tangente der abgewickelten Ellipse 
zu erhalten. 

Der Krümmungsradius OC im Punkte C der abgewickelten 
Ellipse ist nach 460 gleich dem Krümmungsradius q der Ellipse 
im Punkte C dividiert durch den Cosinus des Neigungswinkels der 
Ebene E gegen die Tangentialebene des Cylinders in (7, oder es ist: 
0(7 = () : sin €^. Da aber die Halbachsen der Ellipse: rtcosa und 

r sind, so wird: Qr=ir^', = rcoS£^, und: OC=rcotga. Er- 

^ cos a ' " 

richtet man demnach in jT" auf C"iy" eine Senkrechte, die I)"'iy 
in X schneidet, so ist 8*"X =s r cotg a = OC. 

496« Schnitt eines schiefen Kreiscylinders, dessen 
Grundkreis in TTi liegt, mit einer Ebene E, Abwickelung 
dieser Kurve mit dem Cylindermantel (Fig. 323 u. 324). 

Die Schnittkurve ist wiederum eine ESlipse m, die zum Grund- 
kreis k affin ist, ebenso ist ihre Projektion u' affin zu A, e^ ist die 
Affinitätsachse. Legt man durch die Cylinderachse a zwei Ebenen, 
deren Spuren in T\^ zu einander rechtwinklig sind, so sind ihre Schnitt- 
linien mit E zwei konjugierte Durchmesser von u. Die Endpunkte 
dieser Durchmesser liegen auf den bezüglichen Mantellinien, die 
jene Ebenen aus dem Cylinder ausschneiden. Zur Durchführung 
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dieser Konstruktion benütze man eine EUlfsebene TT^ 11 TTi durch 

4 11 1 

den oberen Grenzkreis des Cylinders und zeichne die Spur e^ von 
E in TT4. So z. B. schneidet die Ebene durch a mit der Spur HJ 
in TTi und der Spur iT^/j in TT4 die Ebene E in SE^, wo E ^ HJ xe^ 
und E^ = fijV/ X e^ ist {e^ \\ e^, H{J( || H^^J^. Da aber H, J die 
Spurpunkte der Umrißlinien des Cylinders sind, so schneidet EE^ 
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Fig. 323. 

ihre Projektionen in den Punkten H^\ J^', wo sie von u berührt 
werden, zugleich ist O3' = EE^^ x a' der Mittelpunkt von u. Legt 
man durch a eine Ebene, deren erste Spur zum Aufriß parallel ist, 
so schneidet sie den Cylinder in den Mantellinien, die in TT3 ^k 
Umriß erscheinen; ihre Schnittlinie mit E hat in TTi und TT4 die 
Spurpunkte F und F^ (0^'F^'\\OF\\x) und es schneidet F'F^" die 
genannten Umrißlinien in ihren Berührungspunkten Ä," und S^" 
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mit m". Die angegebene Konstruktion wird hinfällig für die zu Tf^ 
senkrechte Ebene TTs durch a, die wir deshalb um ihre Spur a 
umlegen. Wir bestimmen zunächst a " durch Umlegen von Oj nach 
0/" und GG^'" durch Umlegen von G^ nach G^/" {G^ = Hg X e^), 
dann trüFt G^ö^^ = TTg X E den Cylinder in den Ellipsenpunkten K^^L^^ 
deren Umlegungen K^", L^" sich als Schnittpunkte von GG(" mit 
den zu d" parallelen Mantellinien KK^" und LL^" ergeben. Hieraus 
findet man dann K^ und L^ und den Mittelpunkt 0^ von \jl aus 
seiner Umlegung 0^" = d" x GG^". J^H^ und K^L^ sind kon- 
jugierte Durchmesser der Ellipse Uj die sich hiemach konstruieren 
läßt. Sucht man ihre Aufrisse, so erhält man konjugierte Durch- 
messer von m", oder man sucht den konjugierten Durchmesser zu 
It^'8^\ der in a" Uegt. 

Die Methode des Umlegens kann man natürlich auch benutzen, 
um den Schnittpunkt P^ einer beliebigen Mantellinie PP^ mit E zu 
konstruieren. Wie die Ebene TTj das Dreieck KK^G enthält, dessen 
Umlegung KK^"G gezeichnet wurde, so enthält die projizierende 
Ebene durch PP^ ein zu jenem ähnliches Dreieck, dessen Seiten 
beim Umlegen zu den Seiten des Dreiecks KK^"G parallel werden. 
Da eine Ecke unseres Dreiecks in P auf ä, eine zweite auf e^ liegt, 
so ergiebt sich P^" als dritte Ecke desselben und daraus dann 
Pj' (in der Figur ist diese Konstruktion nicht durchgeführt). 

Die wahre Gestalt u^ der Ellipse u gewinnt man durch Um- 
legen der Ebene E um «j, dadurch gelangt 0^ nach 0^ ^%"^^ 
= 0^0 ^\ Die gesuchte Ellipse u^ ist aber — ganz ebenso wie u 
— zu dem Kreise k affin und e^^ ist die Affinitätsachse; da man 
nun. ein Paar affiner Punkte und 0^ kennt, kann man hiemach 
M^ zeichnen. Den Achsen von u^ entsprechen beim Kreise zwei 
rechtwinklige Durchmesser; schneiden die Achsen e^ in den Punkten 
X und Yy so sind XO und YO die entsprechenden Kreisdurchmesser. 
Es werden demnach X und Y aus e^ durch einen Kreis ausgeschnitten, 
dessen Mittelpunkt auf e^ liegt und der durch und 0^ geht. 
Die Endpunkte der Kreisdurchmesser sind A^ Ä, (7, i>, die affinen 
Punkte A^^ B^^ C^^ JD^ sind die Endpunkte der Achsen von u^. 

497, Zur Abwickelung der Mantelfläche des Cylinders fuhren wir 
einen Normalschnitt mit den Spuren n^ und n^ in TTi resp. TT3 aus; 
seine Schnittellipse ü, die k va L berührt, schneidet alle Mantel- 
linien rechtwinklig und geht bei der Abwickelung in eine Gerade 
über. Wir theilen nun den Grundkreis von L ausgehend in eine 
Anzahl gleicher Theile, etwa 24, und bezeichnen sie mit: 1 =X, 2, 3. . . ., 
7 = e/, 8, . . ., 13 = K, 14, . . ., 19 = i^, 20, . . . 24; die zugehörigen 
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Mantellinien schneiden v in den Punkten: 1„, 2„, 3„, ... und u in 
den Punkten 1«, 2„, 3«, . . . Die wahre Länge von jO^ergiebt sich 
aus dem rechtwinkligen Dreieck KN"'L, das in Fig. 324 noch einmal 
eingetragen ist; die Strecken 22„, 33«, 44^, . . . verhalten sich zu 
KNj wie die Abstände der Punkte 2, 3, 4, . . . von n^ zu KL, Lotet 
man also die Punkte 2, 3, 4, . . . auf LK, so sind die Abstände der 
Lotpunkte von LN den Strecken 22^, 33y, 44«, . . . resp. gleich, d. h. 
die abgewickelten Punkte 2, 3, 4, . . . liegen auf den durch die Lot- 
punkte gezogenen Parallelen zu LN, während die Abwickelung von 



A^ 




Fig. 324. 

V in die Verlängerung von LN fällt Bedenkt man noch, daß die 
gleichen Kreisbogen 12, 23, 34, . . . ihre Länge bei der Abwickelung 
nicht ändern (459) und daß die Bogen sowohl bei k als bei seiner 
Abwickelung näherungsweise durch die Sehnen ersetzt werden können, 
so ergiebt sich die Gleichheit der Sehnen 12, 23, 34, . . . des ab- 
gewickelten Kreises k. Die Abwickelung von k besteht aus vier 
symmetrischen Teilen LJ, JK, KR, EL, dabei sind L und K Scheitel-, 
H und J Wendepunkte. Die Wendetangente in / schließt mit den 
Mantellinien den z. NKL = a ein; der Krümmungsradius in ^ 
ist gleich dem Radius von k dividiert durch cos a. 
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Durch die abgewickelten Punkte 1, 2, 3, 4, . . . ziehen wir die 
Mantellinien und tragen auf ihnen die Strecken 11„, 22u, 33u, . .. 
auf, 80 erhalten wir Punkte der abgewickelten EUipse u. Die Strecke 
11„ ist = LL^'^ die anderen Strecken werden aus Dreiecken ge- 
wonnen, die zu A LL^"G ähnlich sind. Die zu LG homologen Seiten 
der ähnlichen Dreiecke gehen von den Punkten 2, 3, 4, . . . aus, sind 
zu LO parallel und haben ihre anderen Endpunkte auf e^. Zieht 
man also durch 2, 3, 4, . . . Parallelen zu e^ und durch ihre Schnitt- 
punkte mit LG Parallelen zu LL^'\ so werden auf diesen Parallelen 
durch die Geraden GL und GL^" Strecken begrenzt, die den ge- 
wünschten Strecken 22„, 33«, 44„, . . . gleich sind. Die Abwickelung 
von u besteht aus zwei symmetrischen Teilen L^J^K^ und K^H^L^\ 
denn zwei benachbarte Durchmesser von u schneiden auf u zwei 
Elemente aus, die gleich lang sind imd gegen die Mantellinien die 
gleiche Neigung besitzen. 

Ein Punkt P^ von m, in dem die Tangentialebene des Cylinders 
auf E senkrecht steht, liefert bei der Abwickelung einen Wende- 
punkt. Eine zu jener Tangentialebene parallele Ebene erhält man 
also, wenn man durch einen beliebigen Punkt, etwa L^, eine Mantel- 
linie und eine Normale zu E zieht. L ist der erste Spurpunkt der 
Mantellinie, M der erste Spurpunkt der Normalen (L^M ±_ e^, 
L^"M" ± GG^'% M"'M J. a'\ LM ist demnach zur Spurlinie jener 
Tangentialebene parallel, deren Spur PT den Kreis ä in P berührt 
[PT\\ LM, PO J. LM). Die Tangente von ä in P und die Tangente 
von u in P^ schneiden e^ in dem nämlichen Punkte T und bilden 
das A PP^^^'-t in der Abwickelung bilden die Tangenten in P und Pg 
das kongruente Dreieck PP^T. Um dieses zu zeichnen verlängert 
man die Mantellinie bis P^ und fällt von Pj auf PT das Lot P^ JJ 
in der ursprünglichen Figur, bestimmt die Abwickelung von P und 
überträgt das rechtwinklige Dreieck P^UP, von dem man PP^ und 
PU kennt, trägt PT von P aus auf PU an und verbindet T mit Pg, 
so ist P^T die gesuchte Wendetangente von m, PT die Tangente 
des abgewickelten Kreises ä. Die gleiche Konstruktion läßt sich 
für die Tangente in jedem Punkte der abgewickelten Ellipse u an- 
wenden; der Krümmungsradius in einem solchen Punkt ergiebt sich 
aus 452 und 460. 

498. Schnitt und Abwickelung eines geraden Kreis- 
kegels, dessen Grundkreis in der ersten Projektionsebene 
liegt (Fig. 325 u. 326). 

Man lege durch die Spitze S des Kegels eine Ebene senkrecht zu 
der ersten Spur e^ der Schnittebene E; sie enthält die Kegelachse 
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und steht auf E senkrecht, auf der sie eine Falllinie f ausschneidet; 
f ist dann offenbar Sjmmetrielinie oder Achse des gesuchten Kegel- 
schnittes u. Durch Umlegen jener Ebene in TTi gelangt S nach S^ 
und der Punkt G der Falllinie nach G^iffH' \\e^, &'B\\ x, G^G'=HH')\ 
Fj^Gq =/q schneidet dann die umgelegten Mantellinien S^A, S^B in 
den Punkten Jq resp. Kq. Hieraus ergeben sich sofort die beiden 
Projektionen der Achse J£ von u und damit der Mittelpunkt 
von « als Mittelpunkt von J£\ die zweite Achse von u ist die 
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Fig. 325. 

durch gehende erste Hauptlinie von E. Um ihre Endpunkte 
£, M zu finden, benutzen wir eine Ebene, die durch diese Achse 
und den Scheitel 8 geht, also die Gerade &0 enthält; ihre Spurhnie 
geht durch Q (Q = 8^0^ x f\ ist zu e^ parallel und schneidet den 
Grundkreis ä in C und B. Diese Ebene enthält die Mantellinien 
&C und ÄZ>, auf ihnen liegen die Endpunkte L und M der zweiten 
Achse, deren Projektionen man also zeichnen kann. Die Ebene 
durch die Eegelachse parallel zum Aufriß enthält Mantellinien, die 



Kugel, Oylinder, Kegel. 



347 



in TTa als Umriß erscheinen; die Projektion ihrer Schnittlinie mit 
E schneidet diese in den Berührungspunkten X" und T" von m". 
Durch Umlegen von u um e^ gewinnt man die wahre Gestalt u^ 
der Schnittkurve (i'^O^ = FiO^ etc.). Beliebig viele Punkte von u 
kann man einfach dadurch konstruieren, daß man durch S irgend 
welche Ebenen J legt, diese mit der Kegelfläche und E schneidet und 
so jedesmal zwei Punkte von u bekommt. Man gebraucht dabei 
eine horizontale Hilfsebene durch S, nimmt die erste Spur d^ von 
J beliebig an, zieht durch 
8 ihre zu d^ parallele 
Hilfsspur rfg und sucht die 
Hilfsspur 03 von E; die 
Schnittlinie J X E, d. h. 

die Verbindungslinie von X»/ \ -^ 

(^ X ^1 und rf, X ^„ 
schneidet die bezüglichen 
Mantellinien in Punkten 
der Kurve u. Die Kon- 
struktion ist in der Figur 
nicht durchgeführt, da sie 
schon beim Cylinder be- 
handelt ist. Der Kreis 
k und die Schnittkurve 
m' sind nach 172 Per- 
spektive Figuren, 8' ist 
das Gentrum, e^ die Achse 
der Perspektivität, ihre 
Verschwindungslinie e^\\e^ 
geht durch H {S^SWfJ. 
Dem Pol Q von e„ 
in Bezug auf k ent- 
spricht der Mittelpunkt 
(y von m'; die Tangenten 
von JE a,n k berühren in C und D und diesen Punkten ent- 
sprechen die Endpunkte Jj' und W der zweiten Achse von u, 
Ist r= <?i X HD, so ist FM\\ES', denn ^ ist der Verschwindungs- 
punkt der Kreistangente DK Auch die Kurven u^ und k sind per- 
spektiv, e^ ist die Achse, das Centrum liegt auf f um die Strecke 
S^H über H hinaus (vergl. 175). 

499. Beim Abwickeln des Kegelmantels gehen die Mantellinien 
in Strahlen durch den festen Punkt S und der Grundkreis k in einen 




Fig. 326. 
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Kreisbogen mit dem Badius 8^.1 über; die Länge dieses Ereis- 
bogens wird gleich der Peripherie von A, was man durch Übertragen 
kleiner Teilstücke — etwa 24 Teile — erzielt. Der Kreissektor, 
der den abgewickelten Kegelmantel darstellt, hat einen Centriwinkel 

von 4 E . ^-j . In Figur 326 ist noch der in ABC liegende Seiten- 

riß des Kegels eingezeichnet, in dem sich u als gerade Linie pro- 
jiziert, so daß man unmittelbar die Projektionen der einzelnen Mantel- 
linien und ihrer zwischen k und u liegenden Teile, sowie deren 
wahre Längen entnehmen kann, die man dann auf die abgewickelten 
Mantellinien aufträgt, um die Wendepunkte des abgewickelten 
Kegelschnittes zu bestimmen, suchen wir die Tangentialebenen des 
Kegels auf, die zu E senkrecht sind, indem wir von 8 ein Lot auf 
E fällen, und von seinem ersten Spurpunkte JV (Ä^JV X /o) ^i® beiden 
Tangenten an k ziehen. Diese Tangenten sind die ersten Spurlinien 
der gesuchten Tangentialebenen; berührt eine derselben den Kegel 
längs der Mantellinie 8U, und trägt diese den Punkt P von w, so 
wird P bei der Abwickelung zum Wendepunkt. Schneidet die 
Kreistangente JVJ7 die Spur e^ in T, so ist PT die Tangente von 
u im Punkte P; die bezüglichen Tangenten der abgewickelten Kurven 
k und u bilden ein rechtwinkliges Dreieck PUT, das zu dem A -P^^ 
der ursprünglichen Figur kongruent ist. Ganz ebenso wie die 
Wendetangente in P überträgt man auch andere Tangenten in die 
Abwickelxmg. Die Punkte / und X sind Scheitelpunkte der ab- 
gewickelten u, die zugehörigen Krümmungsradien JJ^ und KK^ findet 
man nach 460 als q : cos Z. 8JK und q : cos l_ JBKJ, wenn q den 
Krümmungsradius der Ellipse u^ in den Punkten tP und JT® be- 
deutet (//, = KK^ = (>, 7j/, ± JK, JEjZ, X /Z). 

500« Schnitt und Abwickelung eines schiefen Kreis- 
kegels, dessen Grundkreis in der ersten Projektionsebene 
liegt (Fig. 327 u. 328). 

Wir benutzen außer der Ebene TTi des Grundkreises k noch eine 
zweite Horizontalebene TT3 durch den Scheitel S des Kegels; die 
Ebene E hat dann die parallelen Spuren ^^ und e^ («s'll^i)- Eine 
beliebige Spurlinie d^ in TTi und eine zu ihr parallele Spurlinie d^ 
durch S bestimmen eine Ebene, deren Schnittlinie mit E die Spur- 
punkte dy^x ey^ und d^ X e^ besitzt und die aus dem Kegel die nach 
den Schnittpunkten von d^ und k verlaufenden Mantellinien aus- 
schneidet; dadurch ergeben sich jedesmal zwei Punkte von u\ Nimmt 
man speziell als Spurlinie d^ den Durchmesser A^B^^ J_ «1 an, so 
sind Ä = fif'^i X F^G^ und ^ = S'B^^ x F^G^ Endpunkte eines 
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Durchmessers von v! {F^ =^ A^i X «i, G^S' \\ A^JB^, G^ = G^S' X e{), 
denn Äff halbiert alle Sehnen von u' die zu e^ parallel sind, und 
damit ist 0' Mittelpunkt von u' ((JA = Off\ Jede Ebene durch 
/S'O liefert nun einen Durchmesser von m, ihre Spurlinie muß durch 
Ol gehen (0^ = A^B^ x S'a)\ die Spurlinie CJ)^ || e^ durch 0^ liefert 
insbesondere den zu Äff konjugierten Durchmesser C'ff {CB || e^. 
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Fig. 827. 

Durch Umlegen dieser Durchmesser um e^ in W^ erhält man die 
konjugierten Durchmesser AJB^, C^Dq von u^. Sind X^ und 7^ die 
Berührungspunkte der TJmrißlinien mit A, so enthält die Ebene 
SX^Y^ den wahren Umriß; schneidet man also X^Y^ mit e^ in Ä^ 
und die Parallele zu X^Y^ durch S' mit ^3' in H^ , so trifft 
^1^3' den Umriß in den Berührungspunkten X' und T von m' 
(i\^, = C7,i>, X XJ,, N,8' X 6;'i>' = ir, H,N' = X'F). 

Faßt man (nach 1 72) k und u' als Perspektive Figuren mit dem 
Centrum S' und der Achse e^ auf, so ist e^ die Fluchtlinie und 
e^ die Verschwindungslinie, wobei e„|| ^^ ebensoweit von e^ absteht wie 
S' von e^. Die Polare des Punktes /= A^B^ X e^ muß wieder 
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Cj2)j und Ol der Pol von e„ sein {JC^ berührt k in C^). J, 0^ und 
der unendlich ferne Punkt von e„ bilden ein Poldreieck von A; das 
Bild von e„ fällt ins Unendliche, also ergeben die Bilder von Ä^B^ 
und C^D^ konjugierte Durchmesser von m' {ä'F \\SV geht durch F^, 
C'iy\\e^ geht durch 0', wo 0' das Bild von 0^ ist). Ist K^ der 
Schnittpunkt von e^ mit der Kreistangente JC^, so ist CÄ^ || S'J 
die Tangente von m' in C und C^^Äj die Tangente von u^ in C^ 



501« Zur Abwickelung des Kegelmantels nehmen wir die Ebene 
SF^Q^, die ihn in zwei symmetrische Teile zerlegt, und teilen den 
Kreisumfang vonÄ vonP^ ausgehend in lauter gleiche Stücke, etwa 24; 
die zugehörigen Mantellinien zerlegen den Kegelmantel in 24 Teile. 
Annäherungsweise kann nun der Kegel durch eine 24-seitige Pyra- 
mide ersetzt werden, deren Seitenflächen Dreiecke sind, die je zwei 
Mantellinien zu Seiten und gleiche Sehnen des Grundkreises zu 
Grundlinien haben. Die Abwickelung geschieht durch Neben- 
einanderlegen der genannten Seitenflächen, wozu man die Längen 
der nach den 24 Teilpunkten laufenden Mantellinien braucht. Diese 
Längen findet man unter Benutzung einer Aufrißebene, die durch 
8 senkrecht zu e^ gelegt ist, indem man die einzelnen Mantellinien 
um SS' in diese Aufrißebene dreht {ST^ = S'P^\ SF^ = SP,', 
SQ^ = SQ^^ etc.); hierbei ergeben sich auch ihre Schnittpunkte mit 
M (P = SP^ X E, P" = SP^" X ^2, P^P" il X, P« = P'^r' X SF^^ etc.). 
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Beim Abwickeln von k gelangen die 24 Teilpunkte auf 13 Kreise 
um den gemeinsamen Mittelpunkt S, deren Badien den bezüglichen 
Mantellinien gleich sind; die Eadien für den größten und kleinsten 
sind SPj^ und SQ^; die Abstände je zweier aufeinanderfolgender 
Teil punkte in der Abwickelung sind der Seite des k eingeschriebenen 
regulären 24-Ecks gleich. Auf den 24 abgewickelten Mantellinien 
(in der Figur ist nur die Hälfte eingezeichnet) trägt man noch die 
von der Schnittkurve u begrenzten Teilstücke auf {SQ = SQ^, 
SP = SP^f etc.) und gewinnt so Punkte der abgewickelten u. 

Die Tangente im Punkte U von u liegt in E und in der 
Tangentialebene, die den Kegel längs SBE^ berührt und deren 
Spurlinie JE^T den Kreis k in JE^ berührt; deshalb ist T== E^Tx e^ 
der Spurpunkt der gesuchten Tangente (TE' berührt %i in E'\ 
Macht man S'Ra.E^T und überträgt man das rechtwinklige 
A SE^R sowie E^F in die abgewickelte Figur, so ist E^R die Tan- 
gente des abgewickelten Kreises k im Punkte E^ und es ist ET 
die Tangente der abgevrickelten Kurve t^, da ihr Neigungswinkel 
gegen SE derselbe ist wie L. E^ET auf dem Kegelmantel selbst. 

Die Wendepunkte der abgevrickelten k sind X^ und Y^ nach 
460, denn die Tangentialebenen längs der Umrißlinien ÄJj und 
SY^ sind zu TTi senkrecht. Die Wendepunkte der abgewickelten 
u sind U und F", wenn die Tangentialebenen längs der Kanten SU 
und SF auf E senkrecht stehen, d. h. wenn sie das von S auf E 
gefällte Lot SZ enthalten {SZ JL e^). L ist der erste Spurpunkt 
dieses Lotes und die Tangenten von L 21,11 k sind die ersten Spur- 
linien der genannten Tangentialebenen; ihre Berührungspunkte U^ 
und Fj sind die ersten Spurpunkte der beiden Mantellinien, deren 
Abwickelungen die gesuchten Wendepunkte tragen. Die Punkte 
Pj und Qj sind für die abgewickelte k Scheitelpunkte, deren 

Krümmungsradien P^P^ und Q^Q^ ^^^^^ ^^^^ ^ '^2^1'^ = ^ 62^1^1 
und Z- S^P^S' = aJp^P^M^ [S^S' \ %M^P^ J. S'M^, S^S' = SB') sind 
die Neigungswinkel von SP^ und SQ^^ gegen TTi, und es ist P^P^, 

= r : cos ^2^1 ^1 ^^^ 6162 = ^ • ^^^ 62^1^1- 

603. Die geodätischen Kurven auf dem geraden Kreis- 
kegel (Fig. 329). 

Nach 461 verstehen wir unter einer geodätischen Kurve 
auf einer abwickelbaren Fläche eine solche, die bei der Abwickelung 
in eine Gerade übergeht. Wickeln wir also die Mantelfläche 
des geraden Kreiskegels ab, wobei wir einen Kreisausschnitt er- 
halten, so entspricht jede Gerade auf dem abgewickelten Mantel 
einer geodätischen Linie auf dem Kegel. Zu allen Geraden auf 
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ersterem, deren Abstände von 8 unter sich gleich sind, gehören 
kongruente geodätische Linien auf letzterem; überhaupt sind je 
zwei geodätische Linien des Eegels ähnliche Kurven. Soll eine 
geodätische Linie zwei Punkte P und Q der Kegelfläche verbinden, 
so suche man die entsprechenden Punkte in der Abwickelung anf, 
verbinde sie durch eine Gerade u und konstruiere nun zu dieser 
die entsprechende Kurve u auf der Kegelfläche. Zu diesem Zweck 
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teilt man den Grundkreis h in eine Anzahl gleicher Teile, zieht die 
nach den Teilpunkten verlaufenden Mantellinien, bestimmt ihre Ab- 
wickelungen, deren Schnittpunkte mit der Geraden u man wieder 
auf den Kegel überträgt. Die Linie 8A^ \_ u liefert den Punkt 
A = 8A^ X w, der dem Scheitel der geodätischen Linie entspricht; 
die Linien SB^ sind beide Abwickelungen der nämlichen Mantellinie 
SB^ (Bog Jj-ffj ist gleich dem halben Umfang von ä), deshalb ent- 
sprechen ihre auf der Geraden u liegenden Punkte B einem Doppel- 
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punkt B der geodätischen Linie. In der Figur ist ein Teil des 
Kegelmantels doppelt abgewickelt, weil die geodätische Linie einen 
Teil der Mantellinien zweimal trifft, 

508. In der Abwickelung sind SC^ und 81)^ zu u parallel, auf 
dem Kegel tragen deshalb die Mantellinien SC^ und SD^ die un- 
endlich fernen Punkte der geodätischen Linie. Die Tangente in 
einem Punkte P der geodätischen Linie schüeßt mit der Erzeugenden 
äP8 den gleichen Winkel ein, wie die Gerade u mit der abgewickelten 
iS'PS; der Spurpunkt Q jener Tangente liegt deshalb auf der 
Kreistangente des Punktes 8 in der Entfernung Q8, die wir 
aus der Abwickelung entnehmen können, ihre Projektionen sind 
QP' und (^'F\ Ganz ebenso erhält man als Spurpunkte der 
Asymptoten von u — d. h. der Tangenten in den unendlich fernen 
Punkten — die Punkte R und T\ sie liegen auf den Tangenten der 
Punkte B^ und C^ respektive und die Strecken B^R und C^T sind 
den bezüglichen Strecken in der Abwickelung gleich. Die Asymptoten 
i,j selbst sind den Geraden SC^ und SB^ parallel, ihre Projektionen 
also zu S'C^y S'B^y S'C^\ S''B^\ 

u' ändert den Sinn ihrer Krümmung «nicht, dagegen u"\ als 
Wendepunkte von u" projizieren sich die Punkte von m, deren 
Schniiegungsebenen auf TTa senkrecht stehen, die ersten Spurlinien 
dieser Schmiegungsebenen stehen also auf der :r-Achse senkrecht. 
Bestimmt man demnach die Spurkurve der abwickelbaren Fläche 
unserer geodätischen Linie und legt an sie Tangenten senkrecht 
zur :r-Achse, zieht durch ihre Berührungspunkte die bezüglichen 
Tangenten an k und durch deren Berührungspunkte die Mantellinien, 
so schneiden diese aus u die Punkte aus, die sich im Aufriß als 
Wendepunkte projizieren. Läßt man in der Figur einen Punkt auf 
u von E nach P wandern, so beschreibt die zugehörige Tangente 
in TTi eine Spurkurve, die E mit Q verbindet; dieses Kurvenstück 
EQ besitzt eine zur ar-Achse senkrechte Tangente, woraus sich der 
zugehörige Wendepunkt auf F'W mit seiner Tangente ergiebt (in 
der Figur ist die Konstruktion weggelassen). 

Durchdringung von Kugel-, Cylinder- und Kegelfläclien. 

504. Um die Durchdringungslinie oder Schnittkurve zweier be- 
liebiger Oberflächen zn zeichnen, muß man eine Reihe einzelner Punkte 
von ihr bestimmen. Dieses geschieht dadurch, daß man auf beiden 
Oberflächen Kurven aufsucht, die sich wirklich schneiden und so 
in den Schnittpunkten Punkte der Durchdringungslinie liefern. 

BoHN a. Pappbritz. L 23 
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Schneidet man die gegebenen Oberflächen mit einer dritten, so er- 
hält man auf denselben Kurven, deren Schnittpunkte auf der Durch- 
dringungslinie liegen. Hiermit wäre eigentlich unsere ursprüngliche 
Aufgabe: die Schnittkurve zweier Oberflächen zu finden auf die 
kompliziertere Au%abe: die beiden Oberflächen mit einer dritten zn 
schneiden zurlickgefilhrt; da man indessen als dritte oder Hilfs- 
oberfläche jede Fläche nehmen darf, so läßt sich dieselbe meist so 
wählen, daß ihre Schnittkurven mit den gegebenen Oberflächen leicht 
angegeben werden können. Es kommt also bei der Konstruktion 
der Durchdringungslinie zweier Flächen im wesentlichen darauf an 
geeignete Hilfsflächen ausfindig zu machen. In den allermeisten 
Fällen benutzt man Ebenen als Hilfsflächen und es ist in jedem 
einzelnen Falle zu überlegen, welche Hilfsebenen am besten geeignet 
sind, um die Konstruktion so viel wie möglich zu vereinfachen. 
Häufig können Hilfsebenen parallel oder senkrecht zu einer Pro- 
jektionsebene Verwendung finden, wobei denn die eine Projektion der 
in den Hilfsebenen liegenden Schnittkurven als gerade Linie erscheint. 

505. Auf den Cylinder- und Kegel flächen liegen gerade Linien, 
die Erzeugenden oder Mantellinien; die Hilfsebenen zur Konstruktion 
der Durchdringungslinie zweier solcher Flächen wählt man deshalb 
so, daß sie die Flächen in Erzeugenden schneiden. Handelt es sich 
dabei um zwei Kegel, so müssen die Hilfsebenen durch die Ver- 
bindungslinie ihrer Scheitel gelegt werden; handelt es sich um einen 
Kegel und einen Cylinder, so legt man die Hilfsebene durch die 
Gerade, die durch den Scheitel des Kegels parallel zu den Mantel- 
linien des Cylinders verläuft; sollen endlich zwei Cylinderflächen 
zum Durchschnitt gebracht werden, so nimmt man Hilfsebenen, 
die den Erzeugenden beider parallel sind, um die Mantellinieu 
zu bestimmen, die eine Hilfsebene aus einer Cylinder- oder Kegel- 
fläche ausschneidet, deren ebene Basiskurve man kennt, hat man 
nur die Spurgerade der Hilfsebene in der Basisebene mit der Basis- 
kurve zu schneiden, durch die Schnittpunkte verlaufen die ge- 
suchten Mantellinien; welcher Art die Basiskurve ist, ist hierbei 
gleichgültig. 

606. Die Durchdringung zweier Cylinderflächen zu 
finden, deren Grundkurven Kegelschnitte sind. Der eine Cy- 
linder möge eine kreisförmige Basis ä inTTi, der andere eine elliptische 
c in einer Ebene E mit den Spuren <?j , e^ besitzen, die Aufrißebene 
TT2 möge auf E senkrecht stehen {e^ ± x). Wir ziehen zunächst durch 
einen beliebigen Punkt Q (in TTg) Parallelen zu den Mantellinien des 
einen und des anderen Cylinders, deren erste Spurpuukte E^ und S^ wii* 
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aufsuchen. Die ersten Spurlinien der zu den Erzeugenden beider Oy- 
linder parallelen Hilfsebenen sind dann zu B^S^ parallel, ihre Spur- 
geraden in der Basisebene E des zweiten Cylinders sind parallel zu TU 
und deren Projektionen zu TV (T = ^^ X B^S^ , ü'' = e^x QS{\ U' 
auf Q8^ Zieht man demnach durch einen beliebigen Punkt auf e^ 




Parallelen zu R-^TunA Tü\ schneidet erstere mit k, letztere mit c und 
legt durch diese Schnittpunkte die Projektionen der Erzeugenden der 
bez. Cylinder, so durchkreuzen sie sich in vier Punkten der Projek- 
tion u der Durchdringungslinie. Die Kurve u berührt die scheinbaren 
XJmrißlinien beider Cylinder je zweimal, die Berührungspunkte können 
auch konjugiert imaginär sein. Die Berührungspunkte der ümriß- 

23* 
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linie, die c in A' berührt, erhält man, wenn man durch Ä' eine 
Parallele zu Ü'T und durch ihren Schnittpunkt F mit e^ eine Par- 
allele zu 2!Äj zieht, letztere schneidet ä in und P, die zugehörigen 
Mantellinien enthalten dann die Berührungspunkte /' resp. X\ Ganz 
analog erhält man die Berührungspunkte von u' mit den ümrißlinien 
des Aufrisses, itidem man die Hilfsebenen durch die bezüglichen Mantel- 
linien legt. Die Hilfsebenen, welche den ersten Cylinder berühren, 
deren erste Spuren also k tangieren, schneiden den zweiten Cylinder 
in zwei Mantellinien, die von u und deren Projektionen von u resp. u" 
berührt werden. Ebenso schneiden die Hilfsebenen, die den zweiten 
Cylinder berühren, deren Spuren in E also c tangieren, den ersten 
Cylinder in je Mantellinien, deren Projektionen u' resp. m" berühren. 

Die Tangente t von u in einem Punkte N erscheint als Schnitt 
der beiden Ebenen, die die Cylinder längs der bez. Erzeugenden 
NP resp. NZ tangieren. Die Spur der einen in TTj berührt A in P, 
die Spur der anderen in E berührt c in Z und ihre Projektion be- 
rührt c in Z\ Die Hilfsebenen schneiden diese beiden Tangential- 
ebenen in Geraden, die zu den bez. Mantellinien parallel laufen, 
daraus ergiebt sich die Konstruktion eines Punktes von t Die 
Spur einer Hilfsebene ist WX\\ß^T, wo W auf e^ und der Tan- 
gente an c, X aber auf der Tangente an k liegt; sind dann 
XY' und WY' respektive parallel zu den ümrißlinien des ersten 
und zweiten Cylinders, so ist Y' ein Punkt von f; mit Hilfe des 
ersten Spurpunktes t' x PX läßt sich unmittelbar t'' zeichnen. Was 
die Sichtbarkeit von u und m" anlangt, so ist zu bemerken, daß 
nur solche Teile dieser Kurven sichtbar sein können, die sich auf 
den sichtbaren Teilen beider Cylinder befinden. Man sucht also bei 
beiden Cylindern die sichtbaren Teile ganz so auf, als ob jeder nur 
allein vorhanden wäre; diese werden von den Umrißlinien begrenzt. 
Ein Punkt von u (oder ?/') ist dann sichtbar, wenn die Erzeugenden 
durch ihn bei beiden Cylindern auf den sichtbaren Teilen ihrer 
ersten (oder zweiten) Projektion liegen. Die sichtbaren Teile von 
u resp. m" endigen auf den ümrißlinien. 

507. Jede beliebige Projektion von u zeigt zwei Doppelpunkte — 
gewöhnliche oder isolierte oder imaginäre — wie wir jetzt nach- 
weisen wollen. Wir werden im Folgenden speziell die Doppelpunkte 
von u bestimmen, die Betrachtungen bleiben indessen mit geringen 
Modifikationen für jede beliebige Projektionsrichtung gültig. Alle 
zu TTi normalen Sehnen des ersten Cylinders werden durch eine 
Ebene halbiert, die auch die Berührungspunkte der zu TTi normalen 
Cylindertangenten und somit die Umrißlinien des Cylinders enthält 
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(vergl. 486); die erste Spur dieser Ebene ist JSF, wenn K und F die 
Spurpunkte der Umrißlinien sind. Ebenso halbiert eine Ebene die 
zu TTj normalen Sehnen des zweiten Cylinders, sie enthält seine 
ümrißlinien und schneidet seine Basisebene E in AB, Die Schnitt- 
linie beider Ebenen sei ä, die erste projizierende Ebene durch s 
schneide den ersten Cylinder in dem Kegelschnitt ?, den zweiten 
in dem Kegelschnitt j. s halbiert zugleich die zu TTi senkrechten 
Sehnen von i und von j\ s ist deshalb ein gemeinsamer Durch- 
messer von 2 und j, die zu s konjugierten Durchmesser von i und 
j stehen auf TTi senkrecht. Die vier Schnittpunkte von i und j 
liegen paarweise auf zwei Normalen zu TTi , ihre ersten Projektionen 
liefern die beiden Doppelpunkte von u; es kommt also nur noch 
darauf an die Schnittpunkte von i und j zu finden. 

Um zunächst die Projektion s von s zu zeichhen, auf der die 
gesuchten Doppelpunkte von u liegen, haben wir die beiden Ebenen, 
die die Umrißlinien unserer Cylinder enthalten, zum Schnitt zu 
bringen; eine von ihnen besitzt die Spur FF in TTi, die andere die 
Spur AB in E. Ihre Schnittlinien mit einer Hilfsebene sind den 
bezüglichen Umrißlinien parallel; die Hilfsebene durch einen Punkt 
^ von e^ schneidet H^ in ZM^ (|| TB^) und E in ZM (|| TU, ZM\\ TU')-, 
durch M^ auf FF und durch M auf A'ff zieht man die Parallelen 
zu den bez. Umrißlinien, sie treffen sich in einem Punkte G' von s\ 
Ganz analog ergiebt sich der Punkt H' von s\ Die Schnittpunkte 
von i und j bestimmt man nun nicht direkt, sondern projiziert beide 
Kurven durch Strahlen parallel zu den Mantellinien des ersten Cy- 
linders auf TTi. Bezeichnet man mit i^ und j^ diese Projektionen 
von i und j, so ist i^ = k und zugleich EF=^ s^ die gleichartige 
Projektion von s\ die eine Achse A^B^ von j^ liegt auf s^, die andere 
O^D^ steht in M^ darauf senkrecht, da ja beim Kreise konjugierte 
Durchmesser zu einander senkrecht sind. Die Punkte A^, B^, M^, C^, I)^ 
liegen hierbei auf Parallelen zu B^T, die e^ in den nämlichen 
Punkten treffen, wie die Geraden durch A\ B , M, C, I)\ die zu 
f/T parallel sind (Är\\ Ü'T, VA^\\TB^ u. s.w.); denn je zwei ent- 
sprechende Punkte Ä, A^ u. s. w. liegen in einer der parallelen 
Hilfsebenen. 

Wir haben nun die Schnittpunkte von k und j^ zu bestimmen, 
wobei wir nach 272 verfahren könnten, indem wir durch den unend- 
lich fernen Punkt von C^B^ die Involution gemeinsamer harmonischer 
Polaren und ihre Doppelstrahlen bestimmen; die ersten Projektionen 
der zugehörigen Mantellinien des ersten Cylinders decken sich dann 
paarweise und tragen die beiden Doppelpunkte 1, 2 von u (in der 
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Figur ist 1 ein gewöhnlicher, 2 ein isolierter Doppelpunkt). Die 
vier Schnittpunkte von k und j^ liegen paarweise auf zwei zu s^ 
normalen Geraden ^^ und^g; kyj^ und das Geradenpaar ff^ff^ büden 
demgemäß drei Kegelschnitte eines Büschels mit den nämlichen vier 
Grundpunkten und werden deshalb von jeder Geraden in drei Punkte- 
paaren einer Involution geschnitten. Loten wir alle diese Involu- 
tionen auf s^, so haben dieselben alle ein Punktepaar gemein, näm- 
lich das Punktepaar Gi = ffi X s^^, G^ = ff2 X s^ ; wir können dieses 
also als gemeinsames Punktepaar zweier Involutionen finden. Die 
eine Involution ist bestimmt durch die beiden Punktepaare U, F 
und A^, B^; zwei Punktepaare einer anderen Involution erhalten 
wir, indem wir k und j^ mit einer Geraden schneiden und die 
Schnittpunkte auf s^ loten; am besten wählt man dazu die Gerade 
durch C^ parallel zu s^^ die also j^ berührt. Das Aufeuchen des 
gemeinsamen Punktepaares G^y G^ beider Involutionen geschieht 
dann nach 354. Die Bestimmung der Doppelpunkte von m" kann 
ganz ähnlich vorgenommen werden. Die Doppelpunkte von w' können 
entweder reell oder konjugiert imaginär sein, je nachdem das ge- 
meinsame Punktepaar der beiden Involutionen reell oder imaginär 
ist. Die reellen Doppelpunkte sind entweder beide gewöhnliche oder 
beide isolierte, oder es giebt unter ihnen einen gewöhnlichen und 
einen isolierten, je nachdem k und j^ vier, oder keinen, oder zwei 
reelle Punkte gemeinsam haben. 

508. Durchdringung eines geraden Kreiskegels mit 
einem geraden Kreiscylinder. Der Basiskreis k des Kegels 
liege in TTi , der Basiskreis c des Cylinders in einer beliebigen Ebene 
E mit den Spuren e^ und e^, und es sei c^ der um e^ in TTi umgelegte 
Kreis c. Zur Konstruktion benutzen wir eine SeitenriiBebene TTj, 
die zu TTi senkrecht und zu den Mantellinien des Cylinders parallel 
ist, also auf e^ senkrecht steht, gleichzeitig soll TTg durch den 
Scheitel 8 des Kegels gehen (3^ = TTg X TTi, y ± e^). Wir suchen 
dann die dritte Spur e^ von E und mit ihrer Hilfe die kleine Achse 
JB'C von c' (J = y X «1 , T^" = CS% wonach sich dann der Grund- 
riß des Cylinders ergiebt. Nun ziehen wir durch S eine Parallele 
a zu den Erzeugenden des Cylinders, sie liegt in TTg und schneidet 
TTi in Ä^ und E in A^ (a" JL e^ , a'" x y =^ A^, d" X ^3 = ^3 "> 
A^A^" JL y\ Alle Hilfsebenen durch die Achse a schneiden sowohl 
aus dem Cylinder wie aus dem Kegel Mantellinien, ihre Schnitt- 
punkte gehören der Durchdringungskurve u an. Jede Hilfsebene 
besitzt in TTi eine durch A^ verlaufende Spur und in E eine durch 
A^ verlaufende Spur, beide Spuren schneiden sich auf^j. Verbindet 
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man also irgend einen Punkt von e^ einerseits mit A^^ , andererseits 
mit ^3', so schneidet erstere Linie k in zwei Punkten und bestimmt 




'^-1. 



i 






Fig. 331. 



SO zwei Erzeugende des Kegels, während letztere Linie c in zwei 
Punkten trifft und so zwei Erzeugende des Cy linders bestimmt; die 
vier Schnittpunkte dieser Erzeugenden liegen auf u. Anstatt nun 
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d mit den Strahlen durch Ä\ zu schneiden, ist es zweckmäßig die 
Ebene E um e^ in TTi umzulegen und c® mit den Strahlen durch 
A^ zu schneiden. So erhält man z. B. auf der Umrißlinie des Cy- 
linders; die c in B' berührt, die Berührungspunkte F' und Gf von 
m', indem man den Punkt A^fP x e^ mit A^ verbindet, diese Linie 
mit k in F^ und G^ schneidet, dann liegt F' auf S'F^ und G' auf 
J^Gy Berührt A^^U den Kreis c^ in H^ und schneidet A^U den 
Kreis k in J^ und JTj, so berühren S'J^ und Ä'iTj die Kurve u in 
./' und Ä\ wo iT^, /', X' auf einer Parallelen zu y liegen. Berührt 
A^F den Kreis k in Z^ und schneidet A^^F den Kreis c® in M^ und 
iV®, so werden die zugehörigen Erzeugenden des Cylinders von u 
berührt, so die Erzeugende durch M im Punkte Z {]iPZ'\\yj 
S^L^ X M^Z' = Zy Im Speziellen schneidet TT3 Cylinder und Kegel 
in Erzeugenden, deren Schnittpunkte aus dem Seitenriß entnommen 
werden können, man erhält so die vier Schnittpunkte von u mit y. 
Um den Aufriß m" der Durchdringungslinie genau zu zeichnen, 
verfährt man am besten so, daß* man für jeden Punkt von «" die 
zweiten Projektionen der beiden Mantellinien, die ihn enthalten, 
aufsucht. Die Mantellinien des Kegels ergeben sich unmittelbar im 
Aufriß, um diejenigen des Cylinders zu gewinnen, machen wir 
folgende Überlegung. Die projizierenden Ebenen durch die Er- 
zeugenden des Cylinders stehen auf TTg und auf E, also auch auf 
e^ senkrecht; sie schneiden deshalb E in zu e^ senkrechten Geraden. 
Legt man diese Geraden mit der Ebene E um e^ in Tf^ nieder, so 
sind sie zu e^^ senkrecht, wenn e^^ die mit E niedergelegte zweite 
Spur bedeutet. Der zu e^ parallele Durchmesser PQ des Kreises c 
erscheint im Aufriß als die zu e^^ parallele Achse P"Q" von c\ 
deren Endpunkte den Umrißlinien des Cylinders angehören; um sie 
zu zeichnen benutzt man den zu e^ parallelen Durchmesser P^Q^ 
von c^f lotet P^, Q^ auf «g^ und überträgt sie von da auf ^3, durch 
diese Punkte gehen dann die verlängerten Umrißlinien hindurch. 
Die ersten Projektionen dieser Umrißlinien gehen verlängert durch 
die Punkte P^ resp. Q^, sie enthalten je zwei Punkte von u, die 
von je zwei Erzeugenden des Kegels ausgeschnitten werden, deren 
erste Spurpunkte auf den Verbindungslinien von A^ mit e^ x i^^a^ 
resp. e^ x Q^A^^ liegen. Hiemach ergeben sich die Berührungs- 
punkte von m" mit den Umrißlinien des Cylinders und ganz analog 
mit den Umrißlinien des Kegels, wenn man Hilfsebenen durch a be- 
nutzt, die sie enthalten. -Ist X" irgend ein Punkt von «", so sind 
seine Abstände von den Umrißlinien des Cylinders im Aufriß gleich 
den Abständen der drei projizierenden Ebenen durch die bezüglichen 
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Erzeugenden des Cylinders von einander. Da aber PQ {|| e^) zu den 
projizierenden Ebenen normal ist, so haben ihre Schnittpunkte mit 
PQ die gleichen Abstände wie sie selbst; diese Schnittpunkte sind 
P, Q und B, wenn ME JL PQ und M der auf c liegende Endpunkt 
der durch L gehenden Mantellinie des Cylinders ist. Die Abstände 
des Punktes X" von den ümrißlinien des Cylinders sind demnach 
gleich Ä^po resp. B^Q^ {M^B'' ± P^Q"", X'jr>||y); m" berührt im 
Punkte i" die Projektion der bez. Mantellinie des Cylinders, da u 
die Mantellinie selbst in L berührt. Ganz analog können wir für 
jeden Punkt von w" die durch ihn verlaufende Erzeugende des Cy- 
linders finden. 

Die Sichtbarkeit der Kurven u und u" ergiebt sich ganz wie 
in der vorausgehenden Aufgabe, indem man bei Cylinder und Kegel, 
und zwar bei jedem für sich allein, die sichtbaren Teile aufsucht, 
die Punkte der Kurven u' resp. m", die den sichtbaren Teilen beider 
Flächen angehören, sind selbst sichtbar. Die sichtbaren Teile der 
Kurven u' und u" enden auf den Umrißlinien der Flächen. 

609. Die Projektionen der Durchdringungskurve u unserer 
Flächen zeigen ganz wie im vorhergehenden Beispiele je zwei Doppel- 
punkte. Wir wollen hier die Konstruktion der Doppelpunkte von u" 
besprechen, die sich der früheren im wesentlichen analog gestaltet. 
Alle zu TT3 normalen Sehnen des Kegels werden von einer zu TT2 
parallelen Ebene durch S halbiert, alle zu TTg normalen Sehnen des 
Cylinders werden von einer Ebene halbiert, welche die Mantellinien 
durch P und Q enthält, die im Aufriß als Cylinderumriß erscheinen. 
Die Schnittlinie s beider Ebenen ergiebt sich hieraus; s\\x geht 
durch A?, /' II ^2 geht durch O3", wenn 0^ der Schnittpunkt der 
Cylinderachse mit s ist (O'Og'Hy, (7'0^" _L e^). Die Ebene durch s 
senkrecht zu TT2 schneidet den Kegel in einer Ellipse i^, deren eine 
Achse ZjXg ist (X^" und ^" liegen auf den Umrißlinien des Kegels), 
sie schneidet den Cylinder in einer Ellipse j^ , deren eine Achse 
Z^Z^ ist (^j" und ^" liegen auf dem Umriß des Cylinders). Die 
vier Schnittpunkte von i^ um j^ haben dann folgende Eigenschaften 
(vergl. 272 u. 507). Ihre Projektionen auf TT3 fallen paarweise in die 
Doppelpunkte 1 und 2 von u' zusammen. Jede Gerade in der 
Ebene der beiden Kegelschnitte ^ und j^ schneidet diese in zwei 
Punktepaaren, deren Projektionen auf TT3 zwei Punktepaare einer 
Involution liefern, der auch das Punktepaar 1, 2 angehört. So 
bilden X^"X^'\ Z^'Z^' und 1, 2 drei Punktepaare einer Involution. 
Eine zweite Involution erhalten wir, wenn wir im Endpunkte /Tg 
der zweiten Achse von^g die Tangente y von^g ziehen (^'||ä', g" = s'). 
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Um die Schnittpunkte T^, T^ von ff mit dem Kegel zu gewinnen, 
schneiden wir den Eegel mit der Ebene Sff, deren erste Spur G^ W^ 
ist (ffj ist die erste Spur von ff und W^ die erste Spur von 8W^^ 
W^' = O3"); G^W^ schneidet dann auf k die Spurpunkte der Mantel- 
linien des Kegels aus, die T^y T^ enthalten. Die drei Punktepaare 
O2" = O2", y/Tg" und 1 , 2 bilden dann ebenfalls eine Involution 
und aus beiden Involutionen ergeben sich 1 und 2 nach 354. 

510. Durchdringung von Kugel und Kegel. Hierbei wird 
man stets Hilfsebenen in Anwendung bringen, die das von dem Kegel- 
scheitel auf eine Projektionsebene gef&Ute Lot enthalten; außerdem 
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wird man eine zweite Projektionsebene wählen, die zur Ebene der 
Basiskurve des Kegels senkrecht steht. In der Figur 332 ist der 
Einfachheit halber die Basiskurve c des Kegels in TTi angenommen, 
Sj &' sind die Projektionen des Scheitels, k' und /" die scheinbaren 
Umrißkreise der Kugel. Sind von c ein Paar konjugierte Halb- 
messer Mä und MB gegeben, so zeichne man einen zu c affinen 
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Kreis c^ mit dem Radius MA, dann ist £^ der affine Punkt zu JBj 
S^ der affine Punkt zu S' {B^M ± AM, £rS^\\£S^, &S^\\BM, 
S-^^S^\\B^M). Sind /j, K^ die Berührungspunkte der Tangenten von 
Äj an Cj und /, K die affinen Punkte auf c, so sind S'J und /iS'Z 
die Umrißlinien des Kegels. Um nun einzelne Punkte der Durch- 
dringungslinie u oder vielmehr ihrer Projektion u zu finden, ziehe 
man durch S^ Sehnen des Kreises c^, z. B. C^B^, suche die affine 
Sehne CB der Ellipse c und bestimme die Durchstoßpunkte der 
Mantellinien SC und SB mit der Kugel. Die Ebene SCB (_L T\^) 
schneidet aus der Kugel einen Kreis m mit dem Durchmesser EF\ 
diese Ebene drehen wir samt dem Kreise m und den Geraden SC 
und SB um die Achse SS bis sie zu TTg parallel wird. Im Aufriß 
erhält man dann den Kreis wi^, die Linien S'G^ und S'B^ und 
ihre Schnittpunkte P^ und Q^ {^'I^q uiid »w^ schneiden sich in der 
Figur nicht), die durch die Drehung aus den in der Ebene SCB 
liegenden Punkten P und Q von u hervorgegangen sein müssen; es 
finden sich also FS und QS gleich den Abständen der Punkte P^ 
resp. Qq von S'S. Verfährt man in der geschilderten Weise mit 
der Umrißlinie SJ des Kegels, so erhält man auf ihr die Berührungs- 
punkte mit u\ Die Berührungspunkte von u' und K liegen offenbar 
auf den Projektionen der Mantellinien, die h treffen; diese Mantel- 
linien liegen also noch auf einem zweiten Kegel, dessen Scheitel S 
und dessen Basiskurve k ist. Der letztgenannte Kegel besitzt als 
erste Spur einen Kreis n mit dem Mittelpunkt N — dem Spur- 
punkt von SO — und einem Radius, der sich zum Kugelradius ver- 
hält, wie S'N' : Ä"0". Die Spurkurven c und n beider Kegel schneiden 
sich in Punkten, die mit S' verbunden auf dem Kreise K seine 
Berührungspunkte mit u' ergeben, über die Sichtbarkeit von u 
entscheidet man wie in den früheren Beispielen. Der Aufriß ist in 
der Figur weggelassen, würde indessen leicht hinzuzufügen sein. 

Die Tangente im Punkte P von u ist die Schnittlinie der 
Tangentialebene im Punkte P der Kugel mit der Tangentialebene 
an den Kegel längs der Erzeugenden SC Die Tangente CG im 
im Punkte C von c ist die Spur der letzteren Ebene, die Spur LG 
der ersteren Ebene ist senkrecht zu (/P' und enthält den Spurpunkt 
L der Tangente des Kreises m im Punkte P {PqLq Tangente von m^, 
LS' = (L^ H 5"Ä')); dann ist FG die Tangente von u im Punkte F. 

511. Die Bestimmung der Doppelpunkte 1 und 2 von u 
geschieht analog den früheren Beispielen. Alle zu TTi normalen 
Kugelsehnen werden durch die Ebene des Umrisses k halbiert, alle 
zu TTi normalen Kegelsehnen durch die Ebene der ümrißlinien SJ 
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und SK. Denn Endpunkte^ Mittelpunkt und unendlich ferner Punkt 
einer solchen Sehne liegen harmonisch, also auch die Spurpunkte 
der von 8 durch sie gelegten Strahlen, die auf einer Geraden durch 
8' liegen; zwei derselben fallen auf c, einer nach ä", der vierte also 
auf die Polare JK des Punktes 8' in Bezug auf c. Beide Ebenen 
schneiden sich in einer Geraden h {h\\JK\\8T^, H^=^k"xRT^, 
deren Projektion K die Doppelpunkte von u trägt. Die projizierende 
Ebene durch h schneidet die Kugel in einem Kreise i^ und den 
Kegel in einer Ellipse j^, h ist zugleich Durchmesser von ^ und 
Achse von ^g, so daß ihre vier Schnittpunkte paarweise auf zwei 
Senkrechten zu TTi liegen und bei der Projektion in die Doppel- 
punkte 1 und 2 von u' zusammenfallen. Für die Konstruktion der 
Schnittpunkte von i^ und j^ gilt ganz das in den vorangehenden 
Beispielen Gesagte und soll hier nicht wiederholt werden, nur sei 
noch hinzugefügt, daß die eine Achse von j^ durch den Umriß SJ 
und 8K begrenzt wird, die andere also im Mittelpunkt darauf senk- 
recht steht, ihre Länge ergiebt sich durch Umlegen der bezüglichen 
projizierenden Ebene. Von den Involutionen, denen das Punkte- 
paar 1 , 2 angehört, wird hier eine bestimmt durch die Punktepaare 
K X h' und K x Ä'/, h' X 8'Kj eine zweite wird definiert durch 
Lotung der Punktepaare U = U und V^ , V^ auf h', 

513. Eigenschaften der Durchdringungskurve u zweier 
Kegelflächen Aj und Ag, die eine beliebige Lage zueinander 
haben. Die Cylinderflächen erscheinen als spezielle Fälle Jer 
Kegelflächen und brauchen nicht besonders behandelt zu werden. 
Zunächst ist zu erkennen, daß jede Ebene die Kurve u in vier 
Punkten schneidet; es sind dieses die vier gemeinsamen Punkte der 
beiden Kegelschnitte, die die Ebene aus den beiden Flächen aus- 
schneidet. Die vier Punkte können alle reell sein, oder es ist ein 
Paar konjugiert imaginär, oder es sind zwei Paare konjugiert ima- 
ginär; vergl. 373. Die Durchdringungskurve ?« zweier Kegel- 
flächen wird deshalb als Raumkurve 4. Ordnung bezeichnet, 
indem die Ordnung einer Raumkurve die Zahl ihrer Schnittpunkte mit 
jeder beliebigen Ebene angiebt. Seien nun 8^ und 8^ die Scheitel 
unserer Kegelflächen und s ihre Verbindungslinie, so giebt es zu « 
eine Polarebene Zj in Bezug auf den Kegel A^ und eine Polarebene 
Zg in Bezug auf Ag (vergl. 486), beide mögen sich in i schneiden. 
Eine beliebige Ebene E durch s enthält zwei Erzeugende «j, b^ von Aj 
und zwei Erzeugende ci^y b^ von A2 und die vier Punkte j&j = a^ X «3, 
E^ = cL^Xb^, U^ = a^ X b^, ^4 = *i X *2 ^^^ "• ^^^ Punkt 
^jjfc'^ X ^2^3 = *^ ^^8*" ^^f ^5 denn J liegt auf Zi und auf Z,, da 
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G == s X ^1^4, und / die Strecke ^iJS^ harmonisch --trennen, diese 
aber eine gemeinsame Sehne beider Kegel bildet. Die Ebene t6 
schneidet Ai resp. Ag in den Kegelschnitten l^ resp. ^, die sich — 
abgesehen von JS^ und £^ — noch in zwei weiteren Punkten F^, F^ 
treffen, deren Verbindungslinie wiederum durch G geht. Denn t 
ist die Polare von G in Bezug auf die beiden Kegelschnitte ^i, ^ — 
t liegt ja in Z^ und Zg — , nach 374 liegen also die Punkte 
^1^1 X F^E^ = T^ und F^E^ x F^E^ = T^ auf t, während E^E^ 
X F^F^ = G der Pol von t für l^ und l^ ist. Zugleich ist T^ die 
Polare von GT^ und T^ die Polare von GT^ für beide Kegelschnitte 
/j, l^j d. h. die Ebene sT^ ist die Polarebene von S^T^ in Bezug auf 
Ai, und von ^2^2 ^^ Bezug auf Ag, und ebenso ist sT^ die Polar- 
ebene von S^T^ in Bezug auf A^ und von 8^1\ in Bezug auf Ag. 
Auf jeder Geraden durch T^ werden mithin beide Kegelsehnen durch 
1\ und die Ebene sT^ harmonisch getrennt; haben b^de Sehnen 
also einen Endpunkt gemein, so haben sie auch den zweiten End- 
punkt gemein. Jede Gerade durch T^ , die nach einem Punkte von 
u gezogen ist, trifft w noch zum zweiten Male; Gleiches gilt für die 
Geraden durch T^, Demnach bilden ^j. resp, T^ die Scheitel 
zweier Kegel Kj resp. Kg, deren Erzeugende die Kurve u 
je zweimal treffen; also ganz so wie es sich mit den Erzeugenden 
der Kegel A^ und Ag verhält. Jede Ebene durch T^ schneidet den 
Kegel Kl in zwei reellen oder konjugiert imaginären Erzeugenden, 
auf denen paarweise die vier Schnittpunkte der Ebene mit u liegen; 
jede Ebene schneidet somit den Kegel Ki in einer Kurve 2. Ord- 
nung — die von jeder Geraden der Ebene in zwei reellen oder 
konjugiert imaginären Punkten getroffen wird. Die früher von uns 
untersuchten Kegelschnitte sind solche Kurven 2. Ordnung und um- 
gekehrt ist jede Kurve 2. Ordnung ein solcher Kegelschnitt, wie in 
der analytischen Geometrie nachgewiesen wird. Die Durch- 
dringungskurve u liegt auf vier Kegelflächen 2. Ordnung. 
613. Projiziert man die Kurve u durch parallele Strahlen, oder 
durch Strahlen aus einem Centrum, so erhält man eine Kurve 4. Ord- 
nung u' mit zwei Doppelpunkten. Der Beweis hierfür ist dem in den 
vorangehenden Beispielen gebildeten völlig analog und kann deshalb 
übergangen werden. Die Kurve 11 besitzt femer acht Doppel- 
tangenten, denn jeder der vier Kegel durch u zeigt bei der Pro- 
jektion als wahren Umriß zwei Geraden, die von u in je zwei reellen 
oder imaginären Punkten geschnitten werden, die acht scheinbaren 
Umrißlinien sind dann die Doppeltangenten. Die Doppeltangenten 
können natürlich auch paarweise imaginär werden. 
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Die Punkte von u liegen paarweise auf Erzeugenden des Kegels 
Kl (Gleiches gilt für die übrigen Kegel) und werden durch T^ und 
die Ebene S^S^T^ harmonisch getrennt, die Tangenten in den Punkten 
eines solchen Paares liegen in der bez. Tangentialebene des Kegels 
Kl und schneiden sich in einem Punkte der Ebene S^S^T^. Zu 
jedem Punkte von u lassen sich mit Hilfe des Tetraeders S^S^T^T^ 
noch sieben weitere Punkte von u ableiten. Acht derartig zusammen- 
gehörige Punkte liegen sowohl paarweise auf vier Strahlen durch 
Äj, wie auf vier Strahlen durch S^, wie auf vier Strahlen durch T^ 
und auf vier Strahlen durch T^ ; je zwei dieser acht Paare werden 
entweder durch eine Ecke des Tetraeders S^S^T^T^ und seine Gegen- 
seite, oder durch ein Paar Gegenkanten harmonisch getrennt. Die 
Punkte von u in den Tetraederseiten haben stationäre Schmiegungs- 
ebenen (vergl. 465). 

Es ist* noch zu erwähnen, daß bei der obigen Betrachtung die 
Punkte ^1 und F^ konjugiert imaginär sein können, dann werden 
auch die Scheitel T^ und T^ und damit die bez. Kegel imaginär; 
die Kurve u liegt nur noch auf zwei reellen Kegeln. 

514. Spezielle Durchdringungskurven zweier Kegel- 
flächen Ai und Ag. Zwei Kegelflächen, die denselben Kegel- 
schnitt a enthalten, haben noch einen weiterenKegelschnitt 
b gemein. Seien S^ und 8^ die bez. Scheitel der Kegel, femer A die 
Ebene des Kegelschnittes «, endlich q die Polare des Punktes 
Q = A X Äi/Sg in Bezug auf die Kurve a. Legen wir nun durch 
8^8^ eine beliebige Ebene, die a in Ä^ und Ä^ schneidet, so ge- 
hören die Punkte 8^A^ X 8^A^ = B^ und 8^1^ x 8^A^ =^ B^ der 
Durchdringungskurve b an, die eine ebene Kurve sein muß. Die 
vier Erzeugenden bilden nämlich ein Vierseit und es liegen die 
Punkte ^1, ^2? Q ^^d ^\^U X A^2 harmonisch und ebenso die 
Punkte Äj, 8^, Q und 8^8^ x B^B^ = 11; d. h. die Gerade B^B^ liegt 
in der Ebene gR. Aber sowohl g wie B sind unabhängig von der 
Wahl der Ebene durch 8^8^, so daß die ganze Kurve b in der Ebene 
gR liegt und natürlich einen Kegelschnitt bildet. 

Die Kegelflächen berühren sich in den beiden Schnittpunkten 
von a und b; denn die Tangenten dieser Kurven in einem ihrer 
Schnittpunkte sind zugleich Tangenten der beiden Kegelflächen, 
ihre Ebene ist also für beide Flächen Tangentialebene und geht 
demnach auch durch ihre Scheitel hindurch. Umgekehrt zerfällt 
die Schnittkurve u zweier Kegel, die sich an zwei Stellen / und K 
berühren, in zwei Kegelschnitte. Denn eine Ebene durch eT, K und 
einen Punkt P von u schneidet beide Kegel in Kegelschnitten, die 
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sich in J und K berühren und durch P gehen, also zusammen- 
fallen. 

Zwei Kegel mit gemeinsamem Scheitel durchschneiden sich 
in vier Erzeugenden. Zwei Kegelflächen, von denen jede den 
Scheitel der anderen enthält, durchdringen sich in einem Kegelschnitt, 
wenn sie sich längs der Verbindungslinie der Scheitel berühren. 
Ist S^S^ = Ä die gemeinsame Erzeugende und Z die Ebene, die beide 
Kegel Aj und Ag längs s berührt, sind ferner a^j a^\ b^j b^\ c^, c^\ 
d^y c?2 • • • ^^^^ schneidende Erzeugende beider Kegel und J,.B, C,D,^. , 
ihre Schnittpunkte, so betrachten wir zwei Ebenenbüschel mit den 
Achsen s resp. Oj, die den Kegel A^ erzeugen und zwei Ebenen- 
büschel mit den Achsen s resp. a^, die den Kegel Ag erzeugen. Das 
Ebenenbüschel s (b^, c^, Jj, . . . s) oder s (b^, c^, d^, . . . s) ist zu den 
Büscheln a^ {b^j c^, d^, . . .5) und a^ [b^, c^, d^, . , . s) projektiv, da 
sie Kegelflächen miteinander erzeugen; die letzten beiden Büschel 
sind aber zugleich perspektiv, denn die Ebenen a^s und a^s sind 
identisch; ihre entsprechenden Ebenen schneiden sich also in den 
Strahlen eines Strahlbüschels, dessen Ebene einen beiden Kegel- 
flächen gemeinsamen Kegelschnitt enthält. 

615. Eigenschaften der Raumkurven 3. Ordnung.^ Zwei 
Kegelflächen A^ und Ag mit einer gemeinsamen Erzeugenden 
s durchdringen sich noch in einer Raumkurve 3. Ordnung u. 
Denn jede Ebene schneidet die ganze Durchdringungskurve, die sich 
aus s und u zusammensetzt, in vier Punkten. Sind S^ und S^ die 
auf s liegenden Scheitel der Kegel und schneiden sich in den 
Punkten A, B, Cy JD . . . von u respektive die Erzeugenden «j, a^; 

h^ ^2' ^1? ^2 5 ^1? ^2 • • •? ^^ ^^^ ^^^ Ebenenbüschel s (^j, c^, J^, . . .) 
= s (Äg, Cg, d^, , . .) projektiv zu den Büscheln a^ {b^, Cj, d^, . . .) und 
«2 (^2? ^2> ^29 • • •)• ^^® letzteren Büschel, deren Achsen sich in Ä 
schneiden, sind projektiv — aber nicht perspektiv — und erzeugen 
eine Kegelfläche mit dem Scheitel A, die ebenfalls durch u hindurch- 
geht. Jeder Punkt der Raumkurve 3. Ordnung kann als Scheitel 
eines Kegels 2. Ordnung dienen, der sie ganz enthält. Mit anderen 
Worten: Die Projektion einer Raumkurve 3. Ordnung aus 
einem beliebigen ihrer Punkte auf irgend eine Ebene ist 
immer ein Kegelschnitt. 

Eine Raumkurve 3. Ordnung ist durch sechs von ihren 



* Zum Studium der Raumkurven 3. Ordnung sind zu empfehlen: vonStaudt, 
Beiträge zur Geometrie der Lage, § 33; Reye, Geometrie der Lage, Bd. 2, 
zwölfter Vortrag; Schröter, Theorie der Oberflächen 2. Ordnung und der 
Raumkurven 3. Ordnung, nach Steiner's Prinzipien bearbeitet 1880, S. 227 flg. 



Kugd, Cylind^, Kegd. 



Punkten bestimmt. Denn jeder dieser Punkte kann als Scheitel 
eines Kegels angesehen werden, der die Strahlen nach den fttnf 
übrigen zu Erzeugenden hat, und je zwei dieser Kegel haben eine 
Erzeagende gemein. 

Jede Ebene hat mit der Raumkurve 3. Ordnung einen oder 
drei reelle Punkte gemein. Wenden wir dieses Resultat auf die 
unendhch fernen Punkte au, so erkennen wir, daß eine 'Raumkurve 
3. Ordnung in einer oder in drei Richtungen ins UnendUche verläuft 
(in jeder Richtung zwei ÄBte) und daß demnach einer oder drei 
Cylinder durch sie hindurchgelegt werden können. 

516. Die Raumkurve 3. Ordnung u als Schnitt zweier 
Kegel A, und A^ mit einer gemeinsamen Mantellinie m zu 
konstruieren. Wir denken uns die Spurkurven beider Kegel in einer 




SiV/f-^A 



■■^^^ 



Fig. 333. 

Ebene TT bestimmt, es seien die Kegelschnitte l^ und 4 respektive, 
deren einer Schnittpunkt der Spurpunkt M von m ist, ihre anderen 
Schnittpunkte seien A, S, C\ femer seien 5/ und 8^' die Projek- 
tionen der Scheitel S^ und 8^ auf TT. Kennen wir noch den 
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Abstand des Scheitels /Sj von TT, so ist die räumliche Lage beider 
Kegel gegeben, da S^S^-.S^S^ = 8^M:8^M ist. Da wir hier bloß 
die Projektion u von u auf TT zeichnen wollen, kommt es auf den 
Abstand 8^8^ nicht an, der denn auch in Fig. 333 weggelassen ist. 
Jede Ebene durch m schneidet TT in einer Geraden durch M^ und 
diese trifft \ und l^ je in einem Punkte P^ und P^ ; 8^P^ und 8^P^ 
liefern ein*en Punkt P von u und ihre Projektionen einen Punkt P' 
von u. Die Tangente t von u im Punkte P liegt in den Tangential- 
ebenen der Kegel längs der Erzeugenden 8^P resp. 8^Py deren Spur- 
linien die Tangenten P-^T von l^ und P^T von ^ sind; ihr Schnitt- 
punkt T ist der Spurpunkt von t, liegt also auch auf t\ 

Die angegebene Konstruktion ist nur möglich, wenn die Kegel- 
schnitte Zj und Zg gezeichnet vorliegen; ist dieses nicht der Fall, 
oder will man genauere Resultate erzielen, so muß man die pro- 
jektiven Strahlbüschel benutzen, die die Kurven Zj und Z^ erzeugen. 
Soll z. B. die Raumkurve 3. Ordnung durch die sechs Punkte 8^, 
S^^ A, B, C, D konstruiert werden, so wählen wir ABC als Projek- 
tionsebene TT, bestimmen in ihr die Spurpunkte B^ von 8^B, B^ 
von 8^B und M von 8^8^, dann gehen die Spurkurven Z^ und 4 
der beiden Kegel durch die gemeinsamen vier Punkte Ä, B, C, M 
und je einen der Punkte B^ resp. B^, Hiernach betrachte man Z^ 
als Erzeugnis der projektiven Strahlbüschel: M {A, By C, . . .) und 
-Dj {Af B, C, , . .). Schneiden wir das erstere mit CB, das letztere 
mit CA, so erhalten wir Perspektive Punktreihen und /= B^A x MB 
ist das Centrum der Perspektivität. Jede Gerade durch / schneidet' 
CB und CA in entsprechenden Punkten der Perspektiven Reihen, 
z. B. P^ und Pg, die mit B^ resp. M verbunden einen Punkt von 
^ liefern, z. B. P4,B^ x ^3-^= Py Ebenso ist Z^ das Erzeugnis 
der projektiven Strahlbüschel M {A, B, C,. . .) und B^ {A, B, C, , , ), 
die auf CB resp. CA Perspektive Punktreihen mit K = B^A x MB 
als Centrum der Perspektivität ausschneiden. Jede Gerade durch 
K liefert zwei entsprechende Punkte der Perspektiven Reihen, z. B. 
Pg und Pg, die mit B^ resp. M verbunden einen Punkt von l^ er- 
geben, z. B. Pßi>2 X ^3^= ^3- ^ ^^^ ^ werden auf MB durch 
ABy^ resp. ^i^j ausgeschnitten, man hat dann um einen Punkt von 
u zu zeichnen folgende Linien zu ziehen. Irgend einen Punkt Pg 
von AC verbinde man mit J, K und M, den Punkt P^ == Pg/ x BC 
mit B^ und den Punkt Pg = P^K x PC' mit jDg , dann schneiden 
P^B^ und P^B^ die Gerade Pg J/ in P^ resp. Pg und Ä^Pj x ^3^2 = ^ 
ist ein Punkt von u. 

Unsere Kurve u verläuft nur einmal durchs Unendliche und es 

ROHN IL Fappkritz. I. 24 
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soll ihre Asymptote (d. h. die Tangente im unendlicli fernen Pmikt) 
gefunden werden. Die unendlich fernen Punkte von u liegen auf 
parallelen Erzeugenden der Kegel Aj und Ag', verschiebt man A^ 
parallel mit sich selbst im Räume bis sein Scheitel 8^ mit 8^ zu- 
sammenfällt und er die Lage A^® annimmt, so kommen die par- 
allelen Erzeugenden zur Deckung, bilden also die gemeinsamen Er- 
zeugenden der Kegel Ag und Ai^ abgesehen von der gemeinsamen 
Erzeugenden m. Die Spurellipse \^ des Kegels A/ ist zu ^ ähn- 
lich und ähnlich gelegen, Jlf ist das Ähnlichkeitscentrum, Ä,' und 
8^ sind entsprechende Punkte der ähnlichen Figuren, wonach l^ 
gezeichnet werden kann, l^ und \^ schneiden sich außer Jf nur 
noch in dem reellen Punkte Q^ (/^^ ist nicht verzeichnet); es sind 
nun 8^Q^ und 8^Q^ parallele Erzeugende {Q^ = MQ^ x ii) und die 
Tangenten von /^ in Q^ und l^ in Q^ schneiden sich in einem Punkte 
der Asymptote y (y || ^id || 8^Q^), 

517. Die Kurve «' besitzt einen Doppelpunkt, den eine ein- 
fache Betrachtung liefert. Die zu TT normalen Sehnen des Kegels A^ 
werden halbiert durch die Ebene seiner Umrißlinien, ihre Spur ist 
die Polare v von 8^' in Bezug auf l^ (vergl. 511), und sie enthält 
die Gerade F8^ [F= v x ^1^2)- Ebenso halbiert die Ebene durch 
8^ und die Polare w von 8^' in Bezug auf l^ die zu TT normalen 
Sehnen des Kegels Ag, diese Ebene enthält noch die Gerade JFS^ 
{W = w X ^x^2)- ^^® Schnittlinie r beider Ebenen hat den Punkt 
R = V X w zur Spur und enthält außerdem den Punkt Z= V8^ x WS^ 
'Die zu TT senkrechte Ebene durch r schneidet die beiden Kegel in 
zwei Kegelschnitten i^ und i^ respektive; r ist für beide gemein- 
samer Durchmesser und halbiert die zu TT normalen Sehnen beider; 
die vier Schnittpunkte von i^ und i^ liegen also auf zwei Normalen 
zu TT. Die Kegelschnitte 2^ i^ und das soeben genannte Normalen- 
paar bilden drei Kurven eines Büschels (mit vier gemeinsamen 
Grundpunkten), sie schneiden also r in drei Punktepaaren einer In- 
volution. Das Punktepaar r x i^ liegt auf den Umrißlinien von Aj, 
das Punktepaar r x i^ ^^^ ^^^ Unrißlinien von Aj (in der Figur sind 
diese nicht reell); ein Punkt des dritten Paares liegt auf der Nor- 
malen zu TT, die den auf m liegenden gemeinsamen Punkt von \ 
und Zg enthält. In der Projektion bildet hiernach der Doppelpunkt 
F von u mit G =^ r' X rn ein Punktepaar der Involution auf /, von 
der ein Punktepaar von dem scheinbaren Umriß des Kegels Aj 
und ein zweites Punktepaar von dem scheinbaren Umriß des 
Kegels Ag ausgeschnitten wird; es läßt sich somit F nach 325 oder 
364 konstruieren. 
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Im vorliegenden Falle giebt es keine reellen Umrißlinien von 
Ag, das bezügliche Punktepaar auf r' ist imaginär. Wir projizieren 
das reelle und das imaginäre Punktepaar, sowie den Punkt G aus 
Äg' auf w, und die so gefundenen Punkte aus einem Punkte von l^ 
(z. B. von A aus), auf Zj, dann entsteht auf 4 öiiie Involution. Das 
imaginäre Punktepaar derselben liegt auf w und das reelle auf einer 
Geraden^ die sich leicht zeichnen läßt; das dritte Paar, von dem 
wir einen Punkt kennen, liegt auf einer Geraden, die sich mit jenen 
beiden Geraden in einem Punkte schneidet. Daraus ergiebt sich 
der zweite Punkt des dritten Paares und somit durch die genannten 
Projektionen der gesuchte Doppelpunkt F, 
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618. Die Durchdringungskurve einer Kugel mit einer 
koncentrischen Kegelfläche heißt ein sphärischer Kegel- 
schnitt, wenn die Kegelfläche vom 
zweiten Grade ist, also eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel zur Leit- 
kurve hat. Die Eigenschaften 
solcher sphärischer Kegelschnitte 
sollen nun etwas näher untersucht 
werden. Wir gehen dabei aus von 
einer uns schon aus 388 bekannten 
Figur, indem wir einen Rotations- 
kegel mit einer beliebigen Ebene 
E schneiden und ihm eine Kugel 
einbeschreiben, die diese Ebene im 
Punkte F^ berührt; F^ ist dann 
der Brennpunkt der in E liegenden 
Schnittkurve u. Ist S der Scheitel 
des Kegels und das Centrum 
der Kugel, so machen wir die 
Ebene SOF^ zur Projektionsebene 
TTi, diese steht auf E senkrecht, so 
daß sich u als Gerade u' mit den 
Endpunkten A, B projiziert, wo SA 
und SB die in TTi liegenden Mantellinien des Kegels sind. Sind J 
und K die Berührungspunkte von SA und SB mit der Kugel, so 
bildet JK einen Durchmesser des Berührungskreises von Kegel und 
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Kugel, dessen Ebene zu TTi normal steht. Schneidet man nun den 
Kegel mit dem Scheitel und der Basiskurve u mit der Kugel, so 
erhält man einen sphärischen Kegelschnitt, dessen Eigen- 
schaften sich in einfachster Weise ergeben. 

Die Tangenten von einem Punkte P an eine Kugel sind gleich 
lang; durch Projektion dieser Tangenten vom Mittelpunkte O aus 
auf die Kugel erhält man gleich lange Stücke größter Kreise. Ist 
P ein Punkt von w, so berührt PS die Kugel, ihr Berührungspunkt 
L liegt auf dem Kreise mit dem Durchmesser JK und L' fällt auf 
JK. Die Tangenten PF^ und PL sind gleich, und Bog QF^ = Bog Ql, 
wenn OP die Kugel in Q trifft. Der Bogen QF^ gehört einem 
größten Kreise mit dem Durchmesser -F^^^ an und der Bogen QZ einem 
größten Kreise mit dem Durchmesser F^F^^ der in OS liegt. Da 
der Bogen QL auf dem Kreise JZK senkrecht steht, so erscheint 
der sphärische Kegelschnitt als Ort der Punkte, die von 
einem festen Punkte i^j und einem festen Kreise JLZ//gleich 
weit abstehen, wobei diese Abstände durch Bogenstücke größter 
Kreise auf der Kugel zu messen sind. Dreht man den Bogen QF^ 
um die Achse F^O in Hi, so geht er in F^Q"^ über {Q'Q^ ± 0F^\ 
ebenso läßt sich der Bogen QL durch Drehung um die Achse SO in 
die Lage KQ^ bringen {QQ^ j_ OS), Demnach ist Bog ZQ^ = Bog jPjQ^ 
und da BK = PI^ ist auch Bog DK— Bog DF^, wenn OB die Kugel in 
i> schneidet; hieraus folgt aber durch Subtraktion Bog jÖQ^^ = Bog i)Q^ 
Dies ergiebt eine einfache Konstruktion der Punkte des sphärischen 
Kegelschnittes. Schneidet man von B aus auf dem Kugelkreise in 
TTi gleiche Bogen ab, z. B. BQ^ = BQ^, und zieht durch die End- 
punkte Senkrechten zu OF^ und OF^ respektive, so ist ihr Schnitt- 
punkt die Projektion eines Punktes des sphärischen Kegelschnittes, 
z. B. Q\ 

Da Bog F^Q = Bog F^Q^ und Bog QL = Bog Q^K ist, so folgt: 

Bog i'gö + B^8 Q^i = B^S ^2^5 ^®^ letztgenannte Bogen ist aber 
voll der Lage des Punktes P unabhängig. Der sphärische Kegel- 
schnitt erscheint also als Ort der Punkte, für die die 
Summe der sphärischen Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. Unter dem sphärischen Abstand zweier Kugelpunkte 
ist hierbei das von ihnen begrenzte Stück eines größten Kreises zu 
verstehen. Die Punkte F^ und F^ spielen für den sphärischen Kegel- 
schnitt ganz die gleiche Rolle und werden als Brennpunkte 
desselben bezeichnet, analog der Definition der Brennpunkte einer 
Ellipse. Aus unserem Satze folgt, daß Bog F^C = Bog F^B sein muß, 
es ergiebt sich dies auch aus BogP2--^= ^ogF^K, Bog CJ= Bog CF^ 



Kugel, Cylinder, Kegel 373 



und Bog DF^ = Bog DK; die Summe der sphärischen Abstände eines 
Kurvenpunktes von den beiden Brennpunkten F^^ und F^ ist dem- 
nach = Bog CD, 

Bog QF^ = 7t — Bog QF^, durch Einsetzen dieses Wertes in die 
Eelation : Bog QF^ + Bog QF^ = Bog CD kommt: Bog QF^ - Bog QF^ 
= Bog DG, Wir sehen hieraus, daß auch F^ und F^ die gleiche 
Rolle spielen, deshalb nennt man F^^, F^, F^, F^ die vier Brenn- 
punkte unserer Kurve. Je nach der Auswahl zweier Brennpunkte 
ist die Summe oder die Differenz ihrer sphärischen Abstände 
von den Kurvenpunkten konstant; die bezüglichen Relationen sind: 

Bog QF^ + Bog QF, = Bog CD , Bog QF, - Bog QF, = 7t^ Bog CD, 
BogQF^ + BogQF^ = 27t^BogCD,BogQF^^BogQF^ = 7t^BogCD. 

Legt man durch zwei benachbarte Punkte unserer Kurve zwei 
Ebenen senkrecht zu OF^ und ebenso zwei Ebenen senkrecht zu 
OF^ , so ist nach dem vorausgehenden Satze der sphärische Abstand 
der beiden benachbarten zu OF^^ senkrechten Kreise gleich dem 
sphärischen Abstand der beiden zu OF^ senkrechten Kreise. Die 
zwei Paar Kugelkreise durch die benachbarten Kurvenpunkte bilden 
demnach einen unendlich kleinen Rhombus, dessen Diagonale die 
Kurventangente in dem betreffenden Punkte ist und den Winkel 
der genannten Kugelkreise halbiert. Die Kugelkreise, die den 
Kurvenpunkt mit den Brennpunkten verbinden, stehen aber auf 
jenen Kreisen senkrecht und wir erhalten den Satz: Die Tangente 
in einem Punkte eines sphärischen Kegelschnittes halbiert 
den Winkel (oder Nebenwinkel) der beiden Kreisbogen, die 
den Punkt mit zwei Brennpunkten verbinden. 

519. Die erzielten Resultate lassen sich unmittelbar auf den Kegel 
mit dem Scheitel und der Leitkurve u übertragen. Die Strahlen 
OF^ und OF^ heißen die Brennstrahlen des Kegels. Die Ebene 
OAB oder TTi ist eine Hauptebene des Kegels; die beiden Geraden, 
die den /_ AGB und seinen Nebenwinkel halbieren, bilden zwei 
Achsen des Kegels, dessen dritte Achse auf Tf^ senkrecht steht 
(vergl. 486). Die beiden Brennstrahlen liegen zu den Achsen 
symmetrisch und es gilt für sie der Satz: Die Summe der Winkel, 
die jede Mantellinie des Kegels mit den beiden Brenn- 
strahlen einschließt, ist konstant, nämlich = /_ AGB, Dabei 
ist natürlich aul die richtige Bildung dieser Winkel Rücksicht zu 
nehmen; läßt man an Stelle eines dieser Winkel den Nebenwinkel 
treten, so ist die Differenz der beiden Winkel konstant. Ferner 
ergiebt sich: die Tangentialebene längs einer Mantellinie 
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des Kegels halbiert den einen Winkel der beiden Ebenen, 
die die Brennstrahlen mit der Mantellinie verbinden. Jede 
Ebene die auf einem Brennstrahl des Kegels senkrecht steht, 
schneidet ihn in einem Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt auf 
dem betreffenden Brennstrahl liegt. 

Die Symmetrieebenen des Kegels sind auch solche für den 
sphärischen Kegelschnitt, der aus zwei getrennten Teilen besteht 
entsprechend den beiden Mantelflächen des Kegels. 

520. Bei den voranstehenden Betrachtungen hatten wir zur Er- 

. Zeugung des sphärischen Kegelschnittes einen Kegel benutzt, dessen 

Basiskurve u zu der schneidenden koncentrischen Kugel in einer 




Fig. 335. 

besonderen Beziehung stand, indem der Berührungspunkt der Kugel 
zugleich Brennpunkt von u war. Wir wollen nun zeigen, wie man 
im allgemeinen Fall die Brennstrahlen eines Kegels kon- 
struieren kann und dadurch wieder zu den früheren Resultaten 
gelangt. sei der Scheitel des Kegels, OM die in seinem Innern 
liegende Kegelachse; als Basisebene des Kegels wählen wir eine zur 
Achse senkrechte Ebene, die die Kugel im Schnittpunkte M der 
Achse mit ihr berührt. Die große Achse der Basisellipse v sei 
C^Di ; dann mag TJ^ mit der Ebene OC^I)^ und TTg niit der Basis- 
ebene zusammenfallen (in der Figur 335 ist nur eine Hälfte C^E^B^ 
von V angegeben). Die Strahlen OC^, Oi>j, OE^ liefern die Punkte 
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C, D, E des sphärischen Kegelschnittes; dabei ist OME^^ das um 
OM in TTi umgelegte Dreieck OME^ und E^ der umgelegte Punkt E 
und E' seine Projektion {E^ = OE^^ x k, E^W ± OM). Schneidet 
der Kreis um mit dem Radius OE' die Gerade CD in den Punkten 
G^ und G^f so sind OG^=f^ und OG^=f^ die Brennstrahlen des 
Kegels und ihre Schnittpunkte F^ und F^ mit der Kugel die Brenn- 
punkte des sphärischen Kegelschnittes. 

Um unsere Behauptung zu erhärten, zeigen wir zunächst, daß 
L F^OE = L. F^OE = jlBOM ist. Die Sehne CB ist aber gleich 
der Sehne, die man durch E' senkrecht zu /j ziehen kann, da 
OG^ = OE' ist; es sind also auch die zu den Sehnen gehörigen 
Bogen gleich , die halben Bogen stimmen aber mit Bog MB resp. 
Bog^i^j überein. Nun schneiden wir den Kegel mit einer Ebene 
E, die in F^ aaitf^ senkrecht steht, in einem Kegelschnitt u (in der 
Figur ist es eine Hyperbel); die Endpunkte A, B einer seiner Achse 
liegen auf den Mantellinien 00 und OB. Zeigt man jetzt noch, 
daß man durch die Kurve u einen Rotationskegel legen kann, der 
der Kugel umgeschrieben ist, so folgt daraus, daß F^ ein Brenn- 
punkt von u ist, und man erhält so wieder die Beziehungen, wie 
sie sich in Fig. 334 darbieten. Zu diesem Zwecke ziehe man von 
A und B die Tangenten an k, deren Berührungspunkte respektive 
/und K seien; ihr Schnittpunkt 8 ist der Scheitel eines Kegels, 
der die Kugel längs eines Kreises l mit dem Durchmesser JK be- 
rührt. Dieser Rotationskegel enthält aber die Kurve w, denn die 
Schnittkurve von E mit dem Rotationskegel hat mit u nach der 
Konstruktion die Achse AB und außerdem einen Punkt gemein, 
wie sogleich dargethan werden soll. Ist P' = AB x OM, so ist SF 
die Projektion einer Mantellinie SF des Rotationskegels, die die 
Kugel in Q berührt (^ = SP' x JK) und es ist PF^ = PQ (als Kugel- 
tangenten). OP schneidet also die Kugel in einem Punkte, dessen 
sphärische Abstände von F^ einerseits und dem Kugelkreise l über 
JK andererseits einander gleich sind und dessen Projektion in OM 
liegt. Diese Eigenschaften besitzt aber der Kugelpunkt E, der 
Strahl OEE^ geht demnach durch P hindurch, was zu beweisen war. 

Nach 518 muß OS mit dem Brennstrahl f^ zusammenfallen; 
es ergiebt sich dieses auch direkt, denn es ist Bog CJ = Bog CF^ 
[L. CAJ= z_ CAF^) und Bog CF^ = Bog F^B = Bog BK, also auch 
Bog JF^ = Bog F^K, d. h. F^ liegt auf der Halbierungslinie des 
Z. JSK. 

631. Die Projektionen des sphärischen Kegelschnittes auf seine 
drei Symmetrieebenen sind wieder Kegelschnitte, wie im Folgenden 
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nachgewiesen werden soll. Die Projektion auf die Ebene der 
Brennpunkte ist eine Ellipse c', von der zwei Stücke ^5 und Cd 
im Innern des Kreises k liegen, die beiden anderen JC und Bd 
aber außerhalb sich befinden. Die Punkte jener beiden Stücke 
bilden die Projektionen von je zwei reellen, die Punkte dieser 
Stücke die Projektionen von je zwei konjugiert imaginären Kurven- 
punkten. Die Ellipse c ist zu dem Kreise k affin und zwar 
ist AB oder £C die Affinitätsachse. In der That erhält man jeden 
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Punkt P" dieser Kurve, wenn man auf k gleiche Bogen AP^ = JF^ 
abschneidet und FP^ J_ OF^ und P'P« JL OF^ macht. Ist nun 
Z = OA X PqP'j so folgt aus der erwähnten Gleichheit der Bogen, 
daß LPq = LP^ wird. Die Winkel des A LP'P^ sind aber von der 
Wahl des Kurvenpunktes P' unabhängig, denn zwei seiner Seiten 
sind zu OF^ resp. OF^ senkrecht und z. PLP"^ = Z_ FLA - /_ P^LÄ] 
demnach ist auch das Verhältnis P'L\P^L oder FL\P^L von der 
Wahl des Punktes P' auf c unabhängig. Die Kurven c und ä sind 
also affin (siehe erstes Kapitel), OA ist die Affinitätsachse, Pf^ 
(oder auch P'P^^ sind ein Paar affiner Punkte; infolgedessen 
schneiden die Tangenten von k in P^ resp. P und die Tangente 
von c in F die Gerade OA in dem nämlichen Punkte 71 Zu dem 
gleichen Resultat gelangt man auch nach 436, wenn man noch den 
zu P' benachbarten Punkt auf c in Betracht zieht. 
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Seien ar, y, z die Achsen des Kegels durch c, und zwar mag x 
den z_ F^OF^ und y seinen Nebenwinkel halbieren, wo OF^ und 
Oi^2 nicht durch die Kegelflächen getrennt sind, während z auf der 
Ebene der Brennpunkte senkrecht steht. Dann ist die Projektion 
c" von c auf eine zur Ebene yz parallele Ebene eine vollständige 
Ellipse, deren Halbachsen gleich \AB resp. EE' sind; die Projek- 
tion c'" von c auf eine zu xz parallele Ebene dagegen liefert eine 
Hyperbel, deren Hauptachse gleich AG ist, der reelle Teil von c 
ergiebt nur zwei Stücke derselben. Daß c' und c " wirklich Kegel- 
schnitte sind, erkennt man folgendermaßen. Ist P ein Punkt von c 
und sind 7?^, p^^ p^ seine Entfernungen von den Ebenen xi/, i/z, xz, 
so ist p^^ + P2^ + Ps^ = ^^ (^ = Kugelradius), da P auf der Kugel 
liegt. Für die Projektion P' auf xy, wobei p^ und 773 sich in wahrer 

Länge projizieren, haben wir: ^ + ?S = ^f wenn a, < ä^ die Halb- 

ächsen der Ellipse c sind (vergl. 414). Aus beiden Gleichungen 

können wir eine Relation zwischen /?,, p^ nämlich Pi^ + p^^ ""^tt" 



^ r^ — a^^ oder: ^ + ?^ = 1 ableiten, wo: «„^ = r^ — «i^ und 
b^^ — b^^ (r^ — ü!j^:(ij* — Oj^ ist, und ebenso eine Relation zwischen 
Pi und ;?2 nämlich: jPi»+;?jj*-P2*-^ = '-^-^*, oder: - ^ + |^ = 1, 

wo: «3^ = Äj2 _ y.2^ ^jj^J ^^2 ^ ^^2 (^^2__ y.2j . ^^^2 _ ^^2^ jg^, DicSC 

Relationen sind aber nichts anderes als die Gleichungen der Pro- 
jektionen c" und c'", da ja 7?^, p^ bei der Projektion von c auf die 
Ebene y^: und jo^, /?2 bei der Projektion von c auf die Ebene xz 
ungeändert bleiben. Die gefundenen Gleichungen beweisen aber 
nach 414 die Behauptung. 

Die stereographische Projeiction. 

533. Projiziert man die Punkte und Linien einer Kugelfläche 
aus einem Punkte auf ihr auf eine Ebene TTi , die die Kugel 
in dem zu diametral entgegenstehenden Punkte 0^ berührt, so 
bezeichnet man dieses als stereographische Projektion; von 
ihr sollen die wichtigsten Eigenschaften abgeleitet werden. Jeder 
Kegel, dessen Spitze in liegt und der TTi in einem Kreise 
schneidet, schneidet auch die Kugel in einem Kreise (beide Kreise 
sind nach 263 Wechselschnitte); die stereographischen Bilder 
der Kugelkreise sind also wieder Kreise. Wir legen die 
Zeichenebene TT3 durch den Kugeldurchmesser OMO^ und die 
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Kegelachse, sie schneidet die Kugel in dem größten Kreis k und 
den Kegel in den Mantellinien OAÄ^, OBB^^ wo Ä, B auf der Kugel 
Jj, B^ in der Ebene W^ liegen. Die Gerade AB schneidet die 
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den Kreis ä in berührende Tangente t im Punkte Ä, dessen Po- 
lare s in Bezug auf k durch und den Mittelpunkt N^ von Ä^B^ 
geht, denn die Strahlen OA^^ OB^^ ON^, t liegen harmonisch. Auf 
der Kugel liegen A, B^ 0, N = s x k harmonisch und es geht $ als 
Polare von S durch den Schnittpunkt T der Tangenten von ä in ^ 
und B, Hieraus fließt der Satz: Alle Kugelkreise, deren 
Ebenen die Tangentialebene im Centrum der stereo- 
graphischen Projektion in der nämlichen Geraden schnei- 
den, ergeben koncentrische Bildkreise; ihr Mittelpunkt N^ 
ist das Bild des Berührungspunktes iV^ der durch jene Ge- 
rade an die Kugel gelegten Tangentialebene; er erscheint 
zugleich als Centralprojektion der Scheitel aller Kegel, die der Kugel 
längs jener Kreise umgeschrieben sind, aus dem Centrum 0. Die 
Kugelkreise durch die Punkte 0, N haben die Durchmesser der 
koncentrischen Bildkreise als Bilder. 

Zwei Kurven auf der Kugel schneiden sich unter 
gleichem Winkel, wie ihre Bilder. Unter dem Winkel zweier 
Kurven in einem Schnittpunkte versteht man den Winkel der be- 
züglichen Tangenten und man erhält offenbar die Tangenten der 
Bildkurve, wenn man die Tangenten der Kurve auf der Kugel von 
aus projiziert. Man braucht deshalb nur zu zeigen, daß in einem 
beliebigen Punkte N der Kugel zwei Kugeltangenten die gleichen 
Winkel einschließen, wie ihre Centralprojektionen aus dem Centrum 
auf TTi. Dieses folgt aber daraus, daß beim Umlegen der Tan- 
gentialebene im Punkte N um ihre erste Spurlinie in TTi der Punkt 
jV^ mit seinem Bilde JVj zur Deckung kommt. Ist nämlich k der 
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Kugelkreis durch 0, JV, 0^ und hat die Tangente im Punkte N von 
k den ersten Spurpunkt /j, so stehen NJ^ und N^J^ auf jener Spur- 
linie senkrecht und es ist wie aus der Figur ersichtlich NJ^ = Oj/j 

Hieraus kann man auch wieder schließen, daß die Mantellinien 
und der Berührungkreis eines der Kugel umschriebenen Kegels sich 
von aus auf W^ als Strahlbüschel und eine alle diese Strahlen 
rechtwinklig schneidende Kurve projizieren, d. h. Berührungskreis 
und Scheitel des Kegels projizieren sich als Kreis und dessen Mittel- 
punkt. 



Schlagschatten auf Kegel- und Cylinderflächen. 

638. Wirft eine Fläche Schlagschatten auf eine zweite Fläche, 
so hat man zunächst die Eigenschattengrenze, d. h. die Grenzkurve 
zwischen Licht und Schatten, auf der ersten Fläche zu ermitteln 
und dann diese Grenzkurve auf die zweite Fläche Schatten werfen 
zu lassen. Die parallelen Lichtstrahlen durch die Grenzkurve bilden 
einen Cylinder, dessen Schnittkurve mit der zweiten Fläche aufzu- 
suchen ist. Ist die Schatten empfangende Fläche ein Cylinder oder 
Kegel, so kommt die vorliegende Aufgabe auf die bereits behan- 
delte hinaus, den Cylinder oder Kegel mit dem Cylinder der Licht- 
strahlen zu durchdringen, die die erste Fläche tangieren. Man 
kann hierbei ganz ebenso verfahren, wie dieses bereits auseinander- 
gesetzt wurde, indem man einerseits die Spitze des Schatten 
empfangenden Kegels (oder eine Mantellinie des Cylinders) und 
andererseits die Grenzkurve auf die Ebene der Basiskurve des 
Kegels (oder Cylinders) Schatten werfen läßt. Eine Mantellinie m 
der zweiten Fläche empfängt nun Schatten von demjenigen Punkte 
P der Grenfekurve, dessen Schatten P^ auf der Geraden tw^, dem 
Schatten von tw, liegt. Die Gerade m^ durch P^ kann man also 
ziehen und damit auch die Mantellinie w, die sich mit m^ auf der 
Basiskurve des Kegels (oder Cylinders) trifft; der Lichtstrahl durch 
P schneidet dann m in einem Punkte P*, dem Schlagschatten von 
P auf den Kegel (oder Cylinder). 

Gewöhnlich ist indessen das Verfahren etwas anders, indem 
man einerseits die Grenzkurve, andererseits den Kegel (oder Cy- 
linder) auf die Horizontalebene Schatten werfen läßt. Es 
empfängt dann eine Mantellinie m Schatten von einem Punkte P 
der Grenzkurve, wenn ihr Schatten m^ auf TTi durch den Schatten 
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P^ von P auf TT( geht. Indem man dann rückwärts m und P auf- 
sucht und den Lichtstrahl durch P mit m zum Schnitt bringt, er- 
hält man den Schatten P* von P auf den Kegel (oder Cylinder). 
Diese Methode ist deshalb vorzuziehen, weil ja immer neben dem 
Schlagschatten der einen Fläche auf die zweite auch der Schatten 
der Flächen auf die Horizontalebene verlangt wird; bei der zuerst 
geschilderten Methode müßte aber der Schatten auf TT^ noch nach- 
träglich konstruiert werden. 

634. Den Schlagschatten einer Kugelschale auf einea 
Kegel zu bestimmen. Die Kugelschale ruhe auf TTj, ebenso der 
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Kegel, der TT] längs einer Erzeugenden berühren soll. Der Kegel sei 
ein gerader Kreiskegel, sein Basiskreis hat die Projektionen c' und 
c"; Cj) ist der um die Spurlinie e^ der Basisebene in TT, umgelegte 
Kreis c. Es giebt dann eine Kugel, welche den Kegel längs c be- 
rührt (vergl. 484); ihr Mittelpunkt liegt auf der Kegelachse und 
offenbar senkrecht über Ä, daraus ergiebt sich auch sein Aufriß. 
Die scheinbaren Umrißlinien des Kegels berühren dann die UmriB- 
kreise dieser Kugel in den nämlichen Punkten, in denen sie die 
Ellipsen c' und c" tangieren, wodurch sich die TJmrißlinien und ibre 



Kugelj Gylinder, Kegel. 381 



Berührungspunkte genau bestimmen. Den Schatten c^ von c auf TTi 
zeichnen wir mit Hilfe der konjugierten Durchmesser Ä£^ und C^J)^; 
Cq, c und c^ sind affine Kurven, e^ ist die Affinitätsachse. Die beiden 
Tangenten von S an c^ bilden die Grenze des Kegelschattens; ihre 
Berührungspunkte /^ und K^ bestimmt man aus der Affinität von c^ 
und Cq, indem man zu S den af6nen Punkt und die Berührungs- 
punkte Jq, Xq der von ihm an c^ gelegten Tangenten sucht. Die 
Affinität zwischen c und Cq ergiebt dann auch die Punkte /' und 
JT' auf c' und so die Mantellinien SJ und SK, die die Grenze 
zwischen Licht und Schatten auf dem Kegel bilden (/'if', JqKq und 
«'A gölten durch den nämlichen Punkt von e^). 

Auf der Kugelschale ist die Grenze zwischen Licht und Schatten 
ein Halbkreis i, dessen Projektionen f und i" und dessen Schatten 
t^ sich wie in 476 finden. Der Schatten des halben Schalenrandes 
in das Linere der Schale ist nach 263 ein Halbkreis, HF ist ein 
Durchmesser desselben und der Schatten des Randpunktes G auf 
die Schale ist der Endpunkt des dazu senkrechten Durchmessers 
{WF' JL f ). Der Rand k wirft demnach auf die Schale den Schatten 
k* und auf TTi den Schatten ä^. 

Es fehlt nun noch der Schatten der Kurven i und k auf den 
Kegel. Die Mantellinie SP wirft den Schatten SP^, dieser schneidet 
k^ in Q^ und es empfängt daher SP Schatten von dem Rande k im 
Punkte Q* (PT^|| Q*Q^||r). — Wendet man das Verfahren speziell 
auf die Umrißlinien des Kegels an, so erhält man die Berührungs- 
punkte der Projektion der Schlagschattenkurve mit dem scheinbaren 
umriß. Die Endpunkte B und N der Schlagschattenkurve auf dem 
Kegel liegen auf SK, der Grenze zwischen Licht und Schatten; die 
Tangenten in diesen Endpunkten sind parallel dem Lichtstrahl l 
(also ihre Projektionen zu t und r). Denn die Tangentialebene 
längs der Mantellinie SK ist parallel zu Z, sie wird also von den 
Ebenen durch die Tangenten in den Punkten B von k und N von i 
respektive, die zum Lichtstrahle parallel laufen, in Parallelen zu l 
geschnitten. 
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